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Kapitel 1

Einf ehrung

Literatur
1) Landau/Lifschitz - Lehrbuch der theoretischen Physik VI
Hydrodynamik, Akademie-Verlag
2) Greiner/Stock - Theoretische Physik Band 2A

Hydrodynamik, Harri Deutsch Verlag
3) Guyon/Hulin/Petit - Hydrodynamik, Vieweg-Verlag

4) Sommerfeld - Theoretische Physik Il
Mechanik der deformierbaren Medien

Hydrodynamik: Beschreibung der Dynamik kontinuierlicher Medien,
i.e. Fluide (Fleussigkeiten, Gase).

kontinuierlich: stetig vom Fluid erf wllte Raumvolumina,
in denen wir makroskopische Ge en
(Massendichte (r;t), Geschwindigkeit v(r;t) und Druck p(r;t))
de nieren und messen lennen.

Ein Fluid | asst sich aus Fluidelementen der Lineardimensioa zusammen-
gesetzt beschreiben mit a L, wobei die freie Weghknge der Ato-
me/Molekele des Fluids und L die charakteristische Ausdehnung des be-
trachteten hydrodynamischen Systems ist. Rir die Fluidelemente ergeben
sich die physikalischen Gp en als Mittelwerte der atomaren/molekularen
Gre en (im lokalen thermischen Gleichgewicht).
Die Hydrodynamik stellt mithin eine approximative Beschreibung der Dy-
namik einer Klasse von Vielteilchensystemen dar.
Gilt )

hns

p—— 1
3kaT
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h: Plancksches Wirkungsquantum, n: Teilchendichte, m: Teilch enmasse,
T: Teilchentemperatur, kg : Boltzmann-Konstante

d.h. die Wellenpakete der Einzelteilcheneberlappen nicht, so liegt ein klas-
sisches Ensemble von N Teilchen vor, das System ist also im iPzip durch
die 2N (Hamiltonschen) Bewegungsgleichungen 1. Ordnung

H = fpH (1.1)
B = r r H (12)
H: Hamiltonfunktion des Systems

beschreibbar, bzw. durch die DGL in (6N+1) Variablen namens Liouville-
Gleichung fur  (Wahrscheinlichkeitsfunktion)

Ensembles, der zur Zeit t im Volumenelement
d3rq i dPry 1o d®py i d®py des BN-dimensionierten Phasenraums anzutref-
fen ist, darstellt.

-Erhaltung: Ensemblemitglieder werden nicht zersbrt/erzeugt. F ur gro e
Teilchenzahlen (man erinnere sich, ein Mol eines Gases emii  10°°
Molekelle) ist die vollstandige mikroskopische Beschreibung nairlich nicht
durchfehrbar und auch nicht erforderlich!

Die nchste Beschreibungsebene, bei der man bereits Detaiformation ver-
liert, bedient sich der statistischen Beschreibung mit eirer Wahrscheinlichkeits-
bzw. Verteilungsfunktion
fA('X;ti;t)
wobei
'(; 4; t)d®xd3u

die Wahrscheinlichkeit ist, ein Teilchen am Ort % mit Geschwindigkeit ¢
(Einzelteilchen-Geschwindigkeit) zu nden. Das ist eine klassische vollsandi-
ge Beschreibung, dax und ¢ (bzw. ) unabhangige Gm® en sind.
Mit Hilfe dieser Funktion kann man die hydrodynamischen Grundgleichungen
herleiten.
Die Gleichung fur die Zeitentwicklung der Verteilungsfunktion lautet

ﬁ\: g+ d_Xr“'Xf’\+ d_ﬂr'uf’\

d @t dt dt
Liouville: Teilchenzahlerhaltung entlang Trajektorien.
Entlang Trajektorien gilt:

dx _ du _ F

a " G m



a P
) @t+ﬂrX(\+EFUfA=O
Doch es bleibt das Problem das€ immer noch von allen anderen Teilchen
abhangt (Ste e, Wechselwirkung,...)

Abhilfe:

Krafte werdeneiber das Volumenelement gemittelt

) \Sto raten”, alle Wechselwirkungen zwischen den den Einzdteilchen wer-
den hier hinein gepackt, nur die makroskopischen Kafte (Gravitation, Druck,...)

bleiben wbrig (F ! F).

) Die zeitliche Entwicklung der neuen, gemittelten, makroslopische Ver-
teilungsfunktion f gehorcht der kinetischen Gleichung:

ar + % Fof o+ % Fuf = (@ )coy (1.4)

Sto integral
(nichtlineare Integro-Di erential-Gleichung in 7 Variable n)

Sto integral: Verschiedene Situationen brauchen untersbiedliche Sto ansatze
(geladen, neutral,...)

Die Auswertung des Sto integrals ist sehr komplex, selbst lei Beschenkung
auf Zweiers® e, aber naterlich meglich (unendliche Reihe,...)

Im sto freien Fall ist ( 1.4) Ausdruck der Teilchenzahlerhaltung.

Momente der Verteilungsfunktion
Z
g'fd%p  m=0;1;2:::

fuhren auf makroskopische, mess- und beobachtbare @&en:

(1 1): Massendichte
¥(+;t):  Fluidgeschwindigkeit
p(+t): thermischer Druck

Momente der kinetischen Gleichung &ihren auf makroskopische Bilanzglei-
chungen:

O.tes! Kontinuit atsgleichung
l.tes! Bewegungsgleichungen

Eine mathematisch exakte als auch pmnomenologischeber Bilanzen, d.h.
Massen-, Impuls- und Energieerhaltung, motivierte Herleiung dieser Bilanz-
gleichungen wird im Kapitel 2 durchgefuhrt.
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Also : Fluid als Kontinuum
Man hat zwei verschiedene Beschreibungsweisen, LagrangediEuler.

Lagrange:
Man beschreibt die Bewegung der einzelnen Fluidelemente.dndet sich ein
FE zur Zeit tg am Ort *p, SO ist

= difje=r,

die Geschwindigkeit des FE

I Perspektive des mitbewegten Beobachters

In der Praxis ist es ums®ndlich/schwierig die Dynamik aller FEs zu verfol-
gen, zudem ist man i.A. nicht am Schicksal der einzelnen FEsnieressiert,
sondern man nechte den Stemungszustand an jedem festen Raumpunkt
und seine zeitliche Veanderung kennen.

Euler:

In allen Raumpunkten wird das Fluid durch physikalische Felder, d.h. Zu-
weisung skalarer oder vektorieller Werte, charakterisiet.

I Perspektive eines ortsfesten Beobachters

Wir haben

p(rt)  (Kt) v(EL)

d.h. Fluid iesst zur Zeitt am Ort + mit der Geschwindigkeit v, dabei bleibt
die Bahn auf der sich ein FE, das zur Zeit t am Ort * ist, unbekannt (am
Ort + wird zu verschiedenen Zeiten die Geschwindigkeit verschiener FEe
bestimmt).

Ein Ubergang zwischen den Darstellungsarten ist im Prinzip imner meglich.

Berechnung der zeitlichenAnderung einer Feldgm e (Skalar- oder Vektor-
komponente) im bewegten Fluid, d.h. Anderung der Feldgre e eines FEs:

A+ dA = A(x+ vdt;t+ dt) (2.5)

(FE ist zum Zeitpunkt t+dt an den Ort *+ wdt gewandert,
wobei ¥ die Geschwindigkeit lngs einer Stromlinie ist)

Taylor-Entwicklung bis zur 1. Ordnung:

A+ dA = A(£t)+ @Adt + v 7 Adt (1.6)

) dA=@A+v FA (1.7)



d:A substantielle Ableitung
Lagrangesche Zeitableitung
Anderung mit FE mitbewegt

@A explizite zeitliche Anderung
(an einem festen Ort)
Eulersche Zeitableitung

v A Anderung durch Stremung

Illustration von Str emungen kann mithilfe von Stromlinien erfolgen.
Stromlinien sind Linien des Vektorfelds ¥(+;t), die zu einer gegebenen Zeit
to dadurch de niert sind, dass ihre Tangenten an jedem Punkt mt dem
Geschwindigkeitsvektor elbereinstimmen.

Mathematische De nition:

d_ dy _ dz

1.8
Ve Wy Vg (1.8)

I.A. gibt es keine Beziehung zwischen FEen und Stromlinien diese werden
zu verschiedenen Zeiten von verschiedenen FEen gebildet).

Fer stationare Stremungen @=0, insbesondere also@v = 0 stimmen die
Stromlinien mit den Bahnlinien (Wege, die die FEe mit der Zeit durchlau-
fen, Tangenten geben hierbei die Richtung der Geschwindight bestimmter
FEe zu aufeinanderfolgenden Zeitpunkten an) der FEeiberein

Stromlinien sind z.B. durch Farbsto e visualisierbar.

Analogie zur Elektrodynamik:
i B =0 ) Dichte der Feldlinien ist Ma f ur Feldstarke
Inkompressibel: © v=0 ) Stromlinien
Kompressibel, statiomar: 7 (v)=0 ) Massenstrom-Bahnlinien,

Stromlinien sind Massen u !
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Kapitel 2

Bilanzgleichungen idealer
Fl ussigkeiten

Erhaltungsgleichungen sind von ganz besonderer Bedeutung
Durch (r;t), v(r;t), p(r;t) ist die vollstandige Beschreibung des Bewegungs-
zustandes eines Fluids maglich ! thermische Relationen.

2.1 Kontinuit atsgleichung , Massenerhaltung

Wir werden nur die Integraleigenschaften des Sto terms bentzen

Z of
— d®u=0 Teilchenzahlerhaltung
. @t co
@f
4 — d*u=0 Impulserhaltung innerhalb
@t Coll

einer Flussigkeitskomponente
(andert sich far Mehr wussigkeitstheorie)

Im nachsten Schritt werfen wir die Informationen im Geschwindigkeitsraum
weg.

Annahme einer Temperatur (lokales thermisches Gleichgewht), keine kine-
tischen E ekte!

) Integration der mit +¥ multiplizierten kinetischen Gleichung
\Momentenbildung" der Verteilungsfunktion z.B. Otes Mome nt:

Z
f (4%, 9)d%u = n(x;t)

n(x;t): Anzahldichte, [1=m?3]

7
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Ote Ordnung:

R R R
Gdu + b fdlu + E rufd®u =0

m
” " u_und % . "
sind unabhangig!
Z Z e Z
@ fd3u ui @ fd3u —  ryfd3u
| —{z—} | —z{z—1} I {z }
@n Q, Uifd?’u # f jGrenzen
| —{z——}
~ (nv) 0
muss normierbar
bleiben!

. R 3
mit  dfd°u = nv

¥: Stremungsgeschwindigkeit, Schwerpunktsgeschwindigkeit,
gerichtete Geschwindigkeit

Achtung, hier gilt wieder die Einstein'sche Summenkonvention: Ein einzelner Index ist frei
(beliebige Komponente), ein doppelter Index hingegen ist gebunden! I  Summation
Also: ujuj #Matrix, u;u;2Skalar

@n

) + 7 (nv)=0
mit = mn: Massendichte
@ _ - _
) @t+ (v)=0 Kontinuit atsgleichung
Anschaulich
Man betrachte ein Volumen Vg ( : Dichte, = nm, n: Teilchendichte, m:

Masse eines Teilchens).
Die Masse im Volumen ergibt sich zu

M = dav (2.1)
Vo

Pro Zeiteinheit ie t durch das FlI achenelementdf™ der Ober ache des Vo-
lumens die Flissigkeitsmenge~ df".

jdfij: Flache des Fachenelements

df~ zeigt in Richtung der Normalen (Vereinbarung: nach Au en).

¥ df> 0 wenn die Flissigkeit heraus iet
¥ df"'< 0 wenn die Flissigkeit hinein ie t

)
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Die gesamte Fhssigkeitsmenge, die pro Zeiteinheit aus dem Volumen et
ist

@M = v dr (2.2)

Die Integration wird eber die ganze geschlossene Oberche erstreckt, die
das betrachtete Volumen einschlie t.
Andererseits kann man die Abnahme der Rissigkeitsmenge in der form

@Z

@t
schreiben. Setzten wie diese Ausdicke gleich, dann bekommen wir
Z Z
@
@td ¥ d (2.3)

Vo F

av

Mit dem Satz von Gauss wird aus
Z Z

¥y df= 1 (v)dV (2.4)
F Y
und es ergibt sich schlie lich:
Z
@ _
@t+ ~ (v¥) dv=0 (2.5)

\%

Die Gleichung (2.5) gilt fer jedes Volumen und beim Ubergang zu einem
in nitesimal kleinem Volumen stimmen die Gro en und v mit den lokalen
Gre en wberein.

Deshalb gilt als lokale Aussage:

@
@t
Das ist die Kontinuit atsgleichung wie schon vorher.

) Bei Teilchenzahlerhaltung ist die Anderung der Massendichte im Volu-

men durch die Divergenz des Massen usses (Stromdichtevedits) gegeben;
reines \Durch ie en" andert M nicht.

+F (v)=0 (2.6)

Der Vektor T = «~ wird auch Stromdichtevektor des Fluids genannt. Fer
stationare Systeme@ =0 gilt also  j =0.
Verallgemeinerung der Kontinuitatsgleichung #r den Fall lokaler Fluidpro-

duktion:
Z Z

@dv + Q= v df 2.7)
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R
Q = qdV: erzeugte Fluidmasse pro Zeiteinheit, Quellterm
! @ +fF (v)=q (2.8)

Kontinuit atsgleichung unter Bericksichtigung der Dichte q der Massenpro-
duktion pro Zeiteinheit.

Bemerkung zur Stremungsgeschwindigkeit

Stremung wird durch \Stromlinien" illistriert, d.h. durch Lin ien, deren Tan-
gentenvektoren mit ¥ mbereinstimmen. Das sind die Linien, entlang denen
Flussigkeitselemente laufen, wenn die Sémung stationar ist!
Visualisierung: Farbsto e, Windkanal

Erinnerung: Mathematische De nition von Stromlinien:

(Infenitesimale Elemente verhalten sich wie langenabschnitte der Kompo-
nenten des Geschwindigkeitsvektors)

Beispiel fur die Anwendung der Kontinuit atsgleichung
Rohr mit Engstelle

(1) ()

langsamer schneller

Z.B. far = const: :

Engstelle auf der Autobahn

links: 1. vi: F1
rechts: 2. Vo Fo=0:5 F
V1= 2V2

) rechts muss doppelt so schnell ie en!
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Wasserhahn
~ (v)=0
oder( =const)  ¥=0
vi Fi1=v2 Fo
) Wennv zunimmt, mu F abneh-
men!
F Die Kurve des Wasserstrahls wird
1 beschrieben durch
; 1
n+ vg

(Lasst sich leicht zeigen mit
F, Beschleunigung = Gravitationsbe-
schleunigung)

2.2 Die Eulersche Gleichung

1te Ordnung, k =1
) Die kinetische Gleichung wird mit & multipliziert und ubler d3u integriert.

Z A Z ~
) 4@d3u+ s rf)dPu+ v — uf dPu=0
|—e—} |—t— "
A B c
1. Summand

Da d und x% nicht explizit von dezr Zeit abh angen gilt:
A= @ ufd3u= @nv)

2. Summand

i-te Komponente von B:
Z Z

uu @ fdu=@ ujufd3u (Tensoru 4)

Dieser Term hat mit dem Quadrat der GEschwindigkeit, d.h. mit Energie
(Druck) zu tun!
Zwei Anteile:
4 = v+ w
v ;. makroskopische Schwepunktsgeschwindigkeit vomi
w . Mittelwert der thermischen Geschwindigkeit
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Z Z
@ (vi+w)(vi+w)d3 = @ (vivj+ Vi + v +wiw; )fd3u
12 (222
I!?V rausziehen,
wfd3u =0
laut De nition

Z
@; (Vivj n} + @ wiwfd®u
{ |—fz—)

v kann aus dem Inegral = L prycktensor P;
m
herausgezogen werden,
ist bereits gemittelt

@ (vivin) + @

Pij isotrop
m |

i6j ) wenn unkorreliert ! 0

i=j ) % w’fd 3u thermische Energie

Beispiel ideales Gas:

3

“nkT w2fd 3u

)  nkT = Zm w?du
In Komponenten:
WS WyWy + WyWy + W,W, = Spur(w )

3. Summand
i-te Komponente von C:
C = z .Fj fd3
i= U m@, u

Mit

M z—)
=0
Kraft h angt nicht von 4 ab!
(nicht f ur Lorentz-Kraft!)

Fi _F Ui Fi
@j Ui Ef = Ef %lﬂ + —f@,j Fj + U E@J f
il
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folgt . .
G = —fd3u+ @ u-if du
m m
| {z }
uj Lt 1o
Z Grenzen
- Bogey
m
F‘
) Cc = n—
m

Fasst man alles zusammen und multipliziert mitm so erralt man

et B A B o (2.9)

gesamte Druck \,m die Ecke Einzelteilchenkraft

Impuls anderung stremen” z.B. Gravitation ¢

Bilanzgleichung fur Impuls, \Impulsstromdichte"

Einschub
Also:
@ @ i«
—(vi)= 2.10
et')”™ “ox (240
Dabei ist der Tensor der Impulsstromdichte i de niert als:
‘ k = Pik t ViVk (2.11)
Er ist ein symmetrischer Tensor, also ik = .
Integration von ( 2.10) uﬁ)er irgendein \Z/olumen liefert: |
@@t vidV = %: av = i oF i (2.12)

Also ist die zeitliche Anderung der i-ten Impulskomponente im Volumen gleich der Menge
des Impulses, die pro Zeiteinheit in eine Richtung durch die das Volumen begrenzende
Flache iet.

Masse und Energie sind Skalare, Masse- und Energiestrom sind Vektor@. Der Impuls ist
ein Vektor, dementsprechend ist der Impulsstrom ein Tensor.

Nebenberechnung

Wir betrachten nun ein kleines Volumenelement V im Fluid, welches durch eine Man-
tel ache M und die Stirn achenF; und F, gegeben ist.
7: Einheitsvektor der FlI achennormalen

Auf den Stirn achen gilt:

Auf der Mantel ache gilt:

A v=0
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Das Volumen wird hinreichend klein gew ahlt, so dass die Stromdichte senkrecht auf F;
und F; steht.
Mit

dFyx = ngdF  und ik Nk = pni + vivgne (vgl. 2.11)

ergibt sich fer die zeitliche Anderung der Impulsdichte im Volumenelement  V:

z |
@ wdv = (pA+ v (v A)dF (2.13)
\% SZV Z Z
= (p+ v3dF1  (p+ v?)dF paNt (2.14)
Fi Fa M

Transversal ist also die Imulsstromdichte gleich p.

Gleichung (2.9) kann umgeformt werden in eine Gleichung @r die zeitliche
Entwicklung des Geschwindigkeitsfeldes:
Fur die linke Seite gilt:

Kontiglg

@AvV)=v@ + @v v (v)+ @v
Fur (v ) gilt (i-te Komponente):
@ (Vvjvi)=Vvi@ Vvj+ vi@Vi=va (¥)+ (v M)v

) M (V)+ @v= p W (v) (v ©)v+nF

) @v+(v M)y = p+nF

Euler-Gleichung

Bedeutung: @+ v f heit \substanzielle Ableitung” %
Sie beschreibt dieAnderung im Ruhesystem (Gegenteil: Lagrange, verfolgt
Flussigkeitselemente)
Anderung durch lokale Veranderung! @
Anderung durch Streme! v 1
Formel:

4_@, @&, Q@b K Qiz_0, .

dt @t @xdt @yt @zt @t

Beispiel zum Unterschied zwischen Euler und Lagrange

Zeitliche Anderung der Massendichte in einem Raumgebiet:

@ _
at ~(v) Euler
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Zeitliche Anderung der Massendichte im Fluidelemt:

d _ @ ~
@~ e
@ @
=  (v)+(v ) @—?((Vj)-l-vk@_x
- @, v%.,,9

—V; Vj——+
@x’' T@x “ox
= i~ ~ Lagrange

Auch die Kraftgleichung kann man heuristisch herleiter

Wie die Bewegung von Masseteilchen durch die wirkenden Kafte bestimmt

ist, so sind auch die Kmfte fur die Bewegung von Fhissigkeiten verantwort-

lich.

Wir grenzen in der Flussigkeit irgendein Volumen ab. Die gesamte Kraft die
auf das herausgegri ene Volumen wirkt

N

K = pdf- (2.15)

eber den Druck p im Volumen V, deshalb muss in 2.15 ein negatives
Vorzeichen bemcksichtigt werden, wenn die Kraft auf das Volumen V aus-
geelbt wird.

Durch Umwandlung in ein %/olumenintggral erhalt man
pdf~ = ~ pdV (2.16)

Auf jedes Volumenelement dV wirkt von der Flessigkeit die Kraft 7 pdV,
i.e. pro Volumenelement wirkt die Kraft p.
I Bewegungsgleichung#r ein Volumenelement (FE) der Flessigkeit:

dv _
dt

Massendichte*Beschleunigung=Kraftdichte

Fp (2.17)

Mit der substantiellen Ableitung ( 1.7) ergibt sich:

@v,
@t

v M)v= }r”p (2.18)
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Euler-Gleichung
Bewegungsgleichung der FI  mssigkeit
Auf der rechten Seite von .18 kennen alle meglichen zuatzlichen Kraft-
dichten stehen.
Be ndet sich die Flussigkeit im Schwerefeld, wirkt auf jede Volumeneinheit
noch die Kraft g, dabei ist g die Schwerebeschleunigung.

@v,
@t

(bzw. r, : Gravitationspotential)

(v M)v= }r‘“p+g (2.19)

Bei der Herleitung der Bewegungsgleichungen haben wir Presse der
Energiedissipation nicht bericksichtigt. Innere Reibung und/oder Wearme-
austausch werden zur Dissipation fehren.

Ideale Flessigkeit:
Warmeleitung / Z ahigkeit werden vernachkssigt!

Dies muss immereberpreft / gerechtfertigt werden!

Einschub

% in (2.17) gibt die zeitliche Anderung der Geschwindigkeit eines sich be-

wegenden FEs an.

t=t+At

Po(fy) =T+ V(R DAL + (AL?)

Pit)
Die Beschleunigung des Fluidelements hat i.A. zwei Ursache

1.
Explizite zeitliche Anderung des Geschwindigkeitsfeldes mit der Zeit
Fur nicht station are Stromungen:
¥t wMEt+ t)
t

2.
Bewegung des FEs in einem nicht gleiclfrmigen Geschwindigkeitsfeld

v(&t) vFE+ i)
*
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) v=W(tY) WEt) = @V t+ @Y X+ @V y+ @Y 2
Damitist v(++ v t;t+ t) w(&t) ermittelt bis zur Ornung v t, t.

bzw.

=@+ (v M)v

div=lim
th 0

-l <

Das Fehlen des Warmeaustausches zwischen kksigkeitsteilchen (und zwi-
schen Fhissigkeit und Wanden, thermische Isolation) bedeutet, dass die Be-
wegungadiabatisch verlauft - eberall.

Bewegung einer idealen Fdssigkeit

adiabatische Bewegung

Bei einer adiabatischen Bewegung bleibt die Entropie einegeden FEs kon-
stant, wenn es sich im Raum bewegt.
Die Entropie pro Masseneinheit seis.

adiabatische Bewegung: g—f =0

bzw.

@s _
@t+(v F)s=0 (2.20)

allgemeine Gleichung ér adiabatische Bewegung

) Kontinuit atsgleichung ®ir Entropie:

@@St) +F (sv)=0 (2.21)

vgl. Kontinuit atsgleichung (2.6)

sv : Entropiestromdichte

I.A. ist die adiabatische Gleichung viel einfacher, gewhnlich ist die Entropie
zu einer gegebenen Anfangszeitaumlich und zeitlich in allen Punkten der
Flessigkeit konstant. Dann bleibt sie es auch:

isentrope Bewegung
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Einschub

Wie, also nach welcher Gleichungandert sich die Massendichte an einem
festen Raumpunkt mit der Zeit?

Antwort: @ = [ (v) (2.21a)
Wie andert sich die Massendichte in einem Fluidelement mit der 2it?

Antwort: di = @ +v I = ~ v (2.21b)

Randbemerkung

Isentropie kann man ausnutzen um die Bewegungsgleichung2(18) in einer
anderen Form darzustellen.

Wir verwenden die bekannte thermodynamische Beziehung:

dw= Tds+ Vdp (2.22)
w= + pV
d = Tds pdVv

Enthalpie = Summe aus innerer Energie + pV (Verdrangungsarbeit)

[ S S - N 1V

Zustandsgroe e W aermemenge geleistete
Tds V olumenarbeit
pdv

w Enthalpie pro Masseneinheit
V = 1 spezisches Volumen, Volumen der Masseneinheit
-

Temperatur

Da s=const qilt:

dW=Vdp=% ) }r”pzf”w
Aus (2.18 wird dann:
@v I
@t+(v F)v= fw (2.23)

Eine weitere Variante der Euler-Gleichung enthalt nur die Geschwindigkeit:

=

\Y

— =V (F v+ (v M (2.24)
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Damit ergibt sich:

@~ _ o v2
ot " (F ¥=  w+ — (2.25)

~ (2.25 ergibt:

—‘r M= (¥ [ W) (2.26)

* + konservative Kraftdichte = fu

2.3 Hydrostatik

Fer eine ruhende Fhissigkeit (v = 0, @ = 0) im homogenen Schwerefeld
nimmt die eulersche Gleichung 2.19 die Gestalt

Fp= g (2.27)

an.
(2.27) beschreibt das mechanische Gleichgewicht der Eiksigkeit.

Ohne au ere Krafte gilt die Gleichgewichtsbedingungf p = 0, heit p =
const. Der Druck ist in allen Punkten der Fl mssigkeit gleich.

Sei = const, d.h. keine merkliche Kompression in z-Richtung:
@p @p
= "=0 — =0
@x @y
@p_
@z g (2.28)
Ergo:
[p= gz + const] (2.29)

Hat eine ruhende Fhissigkeit eine freie Oberache (in der Hohe H) und ist
der au ere Druck auf diese Ober achewberall pg, dann muss diese Oberache
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die horizontale z = H sein. Ausp = po fur z = H erhalten wir const =
Po+ gH.

P=pot g(H 2) (2.30)

(P po H)
Am Auftrieb von K erpern in Flussigkeiten und Gasen sieht man, dass auch

die Form eine Rolle spielt.
Hangt die Dichte ausschlie lich und linear vom Druck ab, d.h.

= Ap mit A= -2= _ = const
Po

wie es in idealen Gasen bei konstanter Temperatur der Fall ts so ist:

@p_ dp _
@z dz° Agp (2.31)
p=poexp( Ag(z 20)) = poexp p—§g<z 20) (2.32)

Barometrische H ehenformel

Fur isotherme Atmosphare gilt:

= nkT = —KkT !
p=n p

Eine (weitere) Folgerung aus @.298):

Be ndet sich eine Flessigkeit / ein Gas im Schwerefeld im statischen Gleich-
gewicht, dann kann p nur von der Hehe z abhangen.

Denn: Wenn der Druck in einer Hohe an verschiedenen Stellen verschieden
ware, werde eine Bewegung auftreten!

Ldp

Sz (2.33)

) =
Die Dichte ist eine Funktion die nur von z abhangt.
p und bestimmen die Temperatur (hier wird nicht angenommen, dass
= Ap).
) T ist ebenfalls eine Funktion die nur vonz abhangt.
Ein statisches Gleichgewicht ist nicht meglich, wenn T an verschiedenen
Stellen in ein und derselben tohe verschieden ist.
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Astrophysikalische Anwendung
Gleichgewichtsbedingung @r gro e Fl ussigkeits- / Gasmengen, deren Teile
durch Gravitationskr afte zusammengehalten werden, also Sterne.

Nebenbemerkung

sei das Newtonsche Gravitationspotential des von der Rlssigkeit erzeug-
ten Feldes (selbstgravitierendes Fluid). Es genagt der DGL

' =4 G (2.34)

mit der newtonschen Gravitationskonstante G.

Die Feldstarke des Gravitationsfeldes ist 7' ,

und damit die Volumenkraftdichte auf die Massendichte : 7' .
Daher lautet die Gleichgewichtsbedingung:

rp= r (2.35)

Teilen wir (2.35 durch , bilden die Divergenz und verwenden 2.34), ergibt
sich:

- 1o = 4G (2.36)

(nur mechanisches Gleichgewicht)

Ein vollkommenes thermisches Gleichgewicht ist nicht voraisgesetzt!

Falls der Kerper nicht rotiert, wird er im Gleichgewicht Kugelgestalt ha-
ben, die Verteilung von Dichte und Druck werden in ihm kugelsymmetrisch
sein.

Gleichung (2.36) hat fur Kugelsymmetrie in Kugelkoordinaten die Form:

—-F = 4G (2.37)

Diese ksst sich #ir z.B. isotherme Gaskugeln p = —KkT, T = const) leicht
integrieren.

2.4 Bedingung f wr das Fehlen der Konvektion

Eine Flussigkeit kann sich im statischen Gleichgewicht be nden (leinerlei
makroskopische Bewegung sichtbar),ohne dass sie dabei im thermischen
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Gleichgewicht ist.

Gleichung (2.27) (Bedingung fer mechanisches Gleichgewicht) kann auch
dann erfellt sein wenn T nicht konstant ist.

|Ist ein solches Gleichgewicht stabil?

Nur unter bestimmten Bedingungen.

Sind diese nicht ertillt, dann ist das Gleichgewicht instabil, es treten Stremun-
gen auf, die die Fhissigkeit so zu vermischen suchen, dags= const erreicht
wird.

) Konvektion

Stabilit at eines mechanischen Gleichgewichts

Bedingung fur das Fehlen von Konvektion

1)
Betrachte ein FE in Hehe z mit spezi schem Volumen V (p;s) = 1.
p und s: Gleichgewichtsdruck und Gleichgewichtsentropie inz

2.)

FE wird um eine kleine Strecke z  z adiabatisch nach oben verschoben:
V(p;s)) V(p%s)

p® Druck in z+ z

3)

Fur die Stabilitet des Gleichgewichts ist es notwendig (i.A. nicht hinrei-
chend), dass die dabei auftretende Kraft bestrebt ist, das E in die Aus-
gangslage zuackzutreiben.

Das betrachtete Volumenelement muss schwerer sein als dien ihm in der
neuen Lage verdangte Flussigkeit. Das spezi sche Volumen der letzteren ist
V (p%sY (s® Gleichgewischtsentropie vonz +  z).

Stabilit atsbedingung

11,
p°s® p%s

V(p®sy vpls)>0  bzw.

Diese Di erenz entwickeln wir nach Potenzen von

ds
0 s= =2 2 z>0

S dz

V(pis)= v(phs) + s(@V)p
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@V ds

@Spdz (2.38)

Nach thermodynamischen Beziehungen gilt:

@Qv =T @V

=" == = 2.
@sp, & @T, (239

Cp: spezi sche Warme bei konstantem Druck p (¢, = T(@ S)p)
Cp, T sind immer positiv

Deshalb kann man .38 umformen in:

@V ds

@t ; o >0 (2.40)

Die meisten Sto e dehnen sich bei Ervarmung aus, d.h.

@V

= >0
@T ,

) Das Fehlen der Konvektion bedeutet dass die Entropie mit derHehe
zunimmt:

ds
50 (2.41)

Aus (2.41) kann man mit der thermodynamischen Relation (@s)T = (@V)p
eine Bedingung iJr ablelten

d =Tds pdv also (T;p)
oder auch (s;V) ) d =@ds+ @ dv
) T=(@)v P=(@ )s
) (@T) = (@pr

ds @s dT @s dp cpdT @V dp >0

dz @T dz @pT dz~ T dz @T (2.42)

Au erdem gilt:

_ 1dp _ dp do_ g
~ gdz ) 9= dz ) dz~ V (2.43)
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(2.42 und (2.43 fehren zu:

dT< T1 @V

T
dz ggv @Tp_g a (2.44)

_1 @av | . .
=V er, Koe zient der thermischen Ausdehnung
Fur ein ideales Gas gilt T =1, ergo:
dT
@9 (2.45)
dz ¢

(2.45 ist eine Stabilitatsbedingung. Konvektion wird bei Verletzung von
(2.45 auftreten, d.h. wenn die Temperatur in Richtung von unten nach
oben abnimmt und ihr Gradient dabei den Wert % elbersteigt.

Anschaulich:
gdZ = deraV TdS = thherm = deT

2.5 Die Bernoullische Gleichung

Fur station are Flussigkeitsstomungen vereinfachen sich die Gleichungen der
Hydrodynamik betr echtlich:

Unter einer stationaren Stremung versteht man eine Stemung, bei der die
Stremgeschwindigkeit in jedem Punkt zeitlich konstant bleibt, d.h. v ist eine
reine Ortsfunktion!

Ergo:
@v_
@t ’
Gleichung (2.25 vereinfacht sich zu:
2 ~
r~v— ¥ O w= rp (2.46)

2

(' Stromliniende nition, Gleichung ( 1.8))

Multiplikation von ( 2.46) in jedem Punkt einer Stromlinie mit dem Ein-
heitsvektor in Tangentenrichtung der Stromlinie, T, also die Projektion des
Gradienten auf eine gewisse Richtung (auf die Stromlinien)ist gleich der in

dieser Richtung gebildeten Ableitung. Die gesuchte Projeion von =P g
ist damit

X
=

falls Isentropie vorliegt, oder

falls = const:

!
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Der Vektor v « steht senkrecht aufv, ) seine Projektion auf die
Richtung T ist gleich Null.
Damit erhalten wir z.B. f ur Isentropie:

!

@ v?

— =+ = 2.47

@ 2"V 0 (2.47)
Es folgt, dass entlang einer Stromlinie gilt:

V2

> + w = const (2.48)

Bernoulli-Gleichung

Die Konstante in (2.48) isti.A. f ur verschiedene Stromlinien unterschiedlich.
Erfolgt die Fluidstr emung im Schwerefeld, so wird aus4.47):

!
2

\Y

@ —+w+' =0
2

' : Gravitationspotential

Bzw. mit § = g@ ge = gogrz T

V2
@ E+W+ gz =0

Und damit also:
2

V? + w+ gz = const (2.49)

Fer =const, gilt:

(=]

Und aus (2.49 wird damit:
V2
> + p+ gz = const (2.50)

Also der Energieerhaltungssatz

2

Y- Kkinetische Energiedichte
gz : potentielle Energiedichte
p . potentielle Energiedichte der im Fluid wirkenden inneren Kr afte

Allgemein ist (2.50) die Bernoulli-Gleichung fer stationare inkompressible
Fluide.
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Inkompressibilitat bedeutet, dass die FEe wahrend ihrer Bewegung konstan-
te Dichte behalten, alsod; =0,
somit

@+v 1 =0

und zudem wissen wir bereits:
@ +r (v)=0
Nach Gleichung (2.21b) (Kapitel 2.2) gilt:

Kontigleichun _
gl)e 9  v=0

@ = ~r
Inkompressibilitat und 7~ v =0 sind also aquivalent.
Inkompressibilitat + Station aritat ! Homogenitat
Homogene, inkompressible Fluide &nnen nur der stationaren Kontiglei-
chung gerugen ( = const raumlich und zeitlich).
Homogene, statiorare Fluide sind inkompressibel.

Die Bernoulli-Gleichung hat viele technische Anwendungen nd erlaubt oft
einen Einblick in komplexere Fluiddynamik.

Zwei Beispiele

a) Aufstau vor Hindernis

Be ndet sich in einer gleichfermigen
Vo Stremung mit vg ein Hindernis, so
—;\ staut sich die Stremung und zerteilt

sich.

Im Mittelpunkt (= Staupunkt) kommt die Str emung ellig zur Ruhe.
p1: Druck am Staupunkt

Der Ausdruck
P1 Po= >

hei t Staudruck, bzw. dynamischer Druck.

Gesamtdruck = statischer Druck + dynamischer Druck
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b) Prandl'sches Staurohr

Staupunkt

by ——— Am Staupunkt:

[ 2
_ Vi

g : Ps=Pt >

Pe> - Vi
| [Z{ ) P PL= o

Manometer
(Membran)

) Geschwindigkeitsmessung relativ zum Medium
Achtung:
Hier spielen Hohenunterschiede keine Rolle, d.h. der hydrostatische Drek

wird langs einer Stomlinie als konstant angenommen.

Solche Umst®mungsprobleme werden in Kapitel 3 noch ausihrlicher be-
handelt.

¢) Stremung eber ein Hindernis

Man betrachtet die Stromlinie an der Ober ache.
Die Flussmenge ist konstant, die Stemung ist vertikal gleichme ig und in
z-Richtung unendlich ausgedehnt. = const.

U oho = u(x)h(x) (1)
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Bernoulli:

Po+ SuZ+ gho=po+ 3 u%()+ g(h()+ e(x) (i)

po: atmospharischer Druck

@) u(x)@h+ h(x)@u=0 (i)

Q(ii) uX)Qu+ g(@h+ @e)=0  (iv)
Sei

U(z) ghp < O

Fr < 1
Froude-Zahl: Fr = p4*)_
gh(x)

gh(x): Geschwindigkeit von Schwereober achenwellen
(siehe Kapitel Wellen)

Es existieren zwei Stomungsformen beix = Xp:
1

(ii)=(iv) mit @h=

h(x)@Qu ergibt:
1

T @U( 9N+ W)+ 9@e=0 (V)

Lesung 1:

@QUjx=x, =0 (!” ) @hjx=x, =0
D.h. hier wechselt die Anderung von h das Vorzeichen, die Schichtdicke
weachst also wieder an.
Fr bleibt < 1.

200
180 4———— i i ——
160
1403
1203
100
80
60
40— Vi hg
20 P

O " 200 400 600 800 1000

Gravitationsbestimmte L esung


http://www.aug.ipp.mpg.de/E2/Mitarbeiter/Zohm/maple/Froude180.mpg
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Lesung 2:
Uzjx=xm = ghjx=xn

D.h. @Qu wechselt das Vorzeichen nicht, die Geschwindigkeit wchst hinter
Xm also weiter an.
Fr uberschreitet den Wert 1 genau an der Stellexy,.

200
H5 "
= rd
140 rd \x
120 I
100
80
60
2. E

O " 200 400 600 800 1000

Tragheitssbestimmte losung

200 -
1804
160—5
140

12043 T

1200 400 600 800 1000

Ubergang von einem zum anderen Regime am Maximum des Hindeisses.

Experimentell:
Man verandert ug, bis man anx,, den UbergangFr 1 erreicht:

p_, 2
_ u(Xm)h(xm) _ " ghz(xm) .
= ho = ho (vi)

q
da u(Xm)= gh(Xy) fur F, =1 an X = Xn

Anmerkung: Eine direkte Lesung der algebraischen Gleichungen ist auch
meglich (3. Ordnung Polynom). ! Froude.mws


http://www.aug.ipp.mpg.de/E2/Mitarbeiter/Zohm/maple/Froude126_fast.mpg
http://www.aug.ipp.mpg.de/E2/Mitarbeiter/Zohm/maple/Froude126.mpg
http://www.aug.ipp.mpg.de/E2/Mitarbeiter/Zohm/maple/Froude.mws
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2.6 Die Energiestromdichte / Die Energiebilanz-
gleichung

Wir w ahlen irgendein festes Volumenelement und bestimmen, wieich die
Energie im Laufe der Zeitandert.
Energie pro Volumeneinheit der Feissigkeit:

v2

P

kinetische Energie innere Energie

( : innere Energie der Fhissigkeit pro Masseneinheit)
Die Anderung dieser Energie ergibt sich aus:

' #
Q@ v
@t 2
2! 2
@ v _v@ @~
@t 2 2@t " et (2.51)
Mit Konti.-Gleichung : %ﬁr’“ (v)=0
und Euler-Gleichung @*t’+(v Fv= ifFp
ergibt sich:
|
2° 2
@@t V7 = V?F (v) ¥Fp v (v F)v (2.52)
Es ist

und den Druckgradienten ersetzen wir mit der thermodynamighen Bezie-
hung:

dw= Tds+ }dp

dp= dw Tds ! Ffp= Ffw Tfrs (2.53)
Also:
| |
2 2 2 '
@ VE = V?r* (v) (¥) F V?+w +Tv s (254

Es bleibt @( ) zu betrachten:

P

d =Tds pdV=Tds+ —d (2.55)
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mit =w pV=w Pfolgt(w: spezische Enthalpie):

d ) = d +d

p p

= w - d+ Tds+ —d
= wd + Tds (2.56)
und damit:
@)= w@ + T@s
- My el (2.57)
! Konti-Gleichung I ds=0

Adiabatengleichung, (2.20)

Zusammenfassend ergibt sichefr die Energieanderung:
@.. , # . " . 4
% % %
— — = — + r o — + .
@t 2 > w i (v) v T > w (2.58)

Mit 7 (FA)= Fr A+ A rF erhalt man fur die Energieanderung die
Bilanzgleichung:
@" ) # " ) I#
v %
— —+ = — + .
@t 2 r N > w (2.59)

Die Bedeutung dieser Gleichung ergibt sich durch Integraton eiber irgendein

Volumen:
@Z y2 ! 7 2 I#

Rechte Seite von .60 ) Ober achenintegral

Ergo:

Z 5 ! | PO
@ V. w= v Yiwoar (2.61)
@t 2 2

Energieanderung der Feissig-  Energiemenge, die pro Zeit-
keit pro Zeiteinheit in einem einheit aus dem betrachteten
gegebenem Volumen Volumen heraus ie t

Damit ist

=
m
1
<

Vo w
2

31
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der Vektor der Energiestromdichte.

Sein Betrag gibt die Energiemenge an, die pro Zeiteinheit dich eine zur
Richtung der Geschwindigkeit senkrechten Facheneinheit aua einem Volu-
menelement iet.

Die Flussigkeit fehrt pro Masseneinheit bei der Bewegung die Energig/+ %

mir sich.

Warum betrachten wir die Enthalpie und nicht einfach die Energie ?

Wir setzten w= + 2,

Der gesamte Energiestrom durch die geschlossenes€he ist dann:

|
| | : |
v2

fedf = VoS d Pt
I V2 I
l{g} innere
kinetische .
i Energie-
Energie- Dichte
Dichte

H
v (Y% + )df
Energie, die mit der Masse der Russigkeit (pro Zeiteinheit)unmittelbar durch
die Ober ache transportiert wird.

H
pvd™
Arbeit, die von Druckkr aften an der Flussigkeit innerhalb der Flache pro
Zeiteinheit geleistet wird.

2.7 Erhaltung der Zirkulation und die Helmholtz-
schen Wibels atze

Das Integral

= v ds (2.63)
C

eber eine geschlossene Kurv€ heit Zirkulation.
Verschwindet wberall im Fluid, so ist die Stremung wirbelfrei, da:
|
1
AT v= Izlr!’noE ¥ ds (2.64)
c

fA: Normalenvektor in einem Punkt innerhalb
der durch C berandeten Flache
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Eine wirbelfreie Stromung ist eine Potentialstromung.

Eine Potentialstremung kann endliche Zirkulation aufweisen, da die Euler-
Gleichung nur fer einfach zusammeni®angende Punktmengen/Gebiete, also
Punktmengen, bei denen jede Fiche jeder geschlossenen Linie noch ganz in
der Punktmenge liegt, aultig ist.

Wirbel in idealen Flessigkeiten

ist mit der Verwirbelung der FI wmssigkeit verknelpft:

Q) w = .

Satz von Stokes:

= vds= [ wdF

Doch Vorsicht:

Stokes gilt nur in einfach zusammenlangenden Bereichen, d.h. eine von einer
im Bereich liegenden Kurve umschlossene Bche liegt ihrerseits ganz in
diesem Bereich.)

Wenn =0, dann auch 7 v =0 wberall,

doch wenni~ v =0 wberall im Gebiet, kann trotzdem 6 0O sein!

Beispiel:

zweifach zusammenhangendes  dreifach zusammenhdngendes
Gebiet Gebiet

In wirbelfreien Stremungen ist konstant auf Kurven, die durch Verformung
ineinander ebergehen (gleiche Typologie).

LSATZE 33
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| I Z Z
vds vds+t wds vds

C1 C2 |

) - Z
O 2 erbezlfrel = vaE = 0
C

C: Ganze Flache, einfach

zusammenhangend
\Die" Zirkulation,
; | |
unabhangig von der Kurve!
) vds= wds
Cq Co
Beispiel:
0 0 1
1@r .
V= %Vo X r v= —M= Vo Wirbelfeld
r @r r
0
0 1
0 1@
v=@ R K F w=-—v=0 kein Wirbelfeld?
rar
Vorsicht:

Im Ursprung divergiert der zweite Ausdruck, die gesamte Wibelstarke ist

im Zentrum vereinigt!

Im Zentrum sitzt

) einfach zusammenkangend ein Wirbel

r~ « 6 0 wenn der \Mittelpunkt" eingeschlossen wird, das ist im folgenden
zweifach zusammenkngendem Beispiel nicht der Fall:

) zweifach zusammenkngend
wirbelfreie Strémung

mit endlicher Zirkulation
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I
Vv
= vds:ZrTO:ZVO
C

Endliche Zirkulation aber gleich fur alle r (dar v =0)!

Die vorangehendentberlegungen #ihren zur De nition der Wirbelst arke:

1
Y= v
2
Beispiel: Starre Rotation
0 1
0
sz@ rg = const:
0
1 11 @ 11
= = -———(rr)=--2r-=
2 YErel DT g

(daher auch das% in der De nition)

+ ist die \Quelle" der Wirbelstr emung

Einnerung:
Vektorfelder kennen Wirbel- und Potentialanteile haben (Helmholtz'sches

Theorem):

Beispiel Elektrostatik: E= 1 ) - E=0
Beispiel Magnetfeld: B=7 A ) - B=0
Beispiel Elektrodynamik: E= 1 %t ) beide Anteile!

Untersuchung der zeitlichen Entwicklung von in isentropen Fluiden mit
Hilfe des Konzepts der wssigen Linie zeigt, dass Teilchen, die die geschlos-
sene LinieC zum Zeitpunkt t = to konstituieren, dies auch zum Zeitpunkt

t >t o tun, sie durfen sich aber bewegen und somit bewegt/verformt sich
auch die Kurve.

Was passiert mit der Zirkulation | angs dieser Kurve?

Wir berechnen dazu
|

d _d", s (2.65)

dt ~ dt

Hier % weil wir die Anderung langs einer Flussigkeitskurve suchen

und nicht | angs einer Kurve, die im Raum festliegt.
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Bei der zeitlichen Di erentiation dieses Integrals ist zu beachten, dass
sich nicht nur v, sondern auch die Kurve selbst (d.h. deren Gestaltiandert,
ergo:

R dds
da v ds= Ed8+ VE

(2.66)
Die Geschwindigkeit v ist nichts anderes als die Zeitableitung des Ortsvek-
tors:

dds ds v2

G oV ATy dv=do (2.67)
Das Integral uber ein vollstandiges Di erential | angs einer geschlossenen
Kurve ist jedoch gleich Null. Deshalb verschwindet das zwdée der aufge-

schriebenen Integrale. Es bleibt mit dem Satz von Stokes:

| | Z
d dv _ dv
dt ¥ ds= at ds= f at df~ (2.68)

Wir setzten fur die Beschleunigung die Euler-Gleichungér isentrope Stremun-
gen ein 2.23:

dv_ o,
dt
Darfr (fw) =0 erhalten wir:
Z
dv
bl =
at daf =0
Zureck zu (2.63 ergibt sich endgultig:
d |
G ¥ ds=0
|
bzw. = ¥ ds= const (2.69)
Satz von Thomson

In einer idealen Flussigkeit andert sich die Zirkulation langs einer geschlos-
senen Kurve zeitlich nicht!

Das gilt auch fur inkomressible homogene Fluide { = 0).

Fur isentrope und inkompressible homogene Semungen gilt also:




2.7. ERHALTUNG DER ZIRKULATION UND DIE HELMHOLTZSCHEN WIBE

Die Helmholtzschen Wirbelsatze

Wir betrachten Wirbel in inkompressiblen idealen Flessigkeiten.
Wirbelvektor:

1

= v (2.70)

2
j*j: Winkelgeschwindigkeit der lokalen Rotation eines FEes
Das Wirbelfeld wird durch die Wirbellinien veranschaulicht, deren Tangen-
ten emberall die Richtung des Wirbelvektors + haben.

1
Fob=3r r w=0 (2.71)

Wirbellinien im Inneren von Fl essigkeiten knnen weder anfangen noch en-
den. Es gibt also weder Quellen noch Senken. Sie bilden entder geschlos-
sene Kurven oder éihren zu den Begrenzungen der Rlssigkeit.

Wirbelr ehre:
Schlauchartige Flache, die von Wirbellinien gebildet wird.

T

Fi

Eine Wirbelrehre mit kleinem Querschnitt nennt man Wirbelfaden.
Wir betrachten einen Teil einer Wirbelr ohre, d.h. ein Volumen, das durch
zwei Querschnitte F; und F, sowie die Mantel ache begrenzt wird.

Einschub zur Terminologie

£=r wvheit oftmals Wirbeldichtevektor.
Der Faktor % in (2.71) ist folgenerma en zu motivieren:
Man betrachtet die Rotation eines FEes in der x-y-Ebene um die z-Achse mit der Winkel-
geschwindigkeit ~ Dann hat ¥ = ~ #in Zylinderkoordinaten die Komponenten v, =0,
v = r,v; =0, also

 v=(@v + VT)eZ:Z €
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Fer die Integration eiber eine ganze Oberache ergibt sich mit dem Satz
von Gauss:
z z
+ dff= [‘“_{2_4.} dv =0 (2.72)
=0

+ liegt per De nition der Wirbelr ehre in der Mantel ache.df” (auf der Man-
tel ache) ist stets senkrecht zu+.
) Nur die Querschnitts achen tragen zum Ober achenintegral bei:
4 Z
+ dff+ + dif=0 (2.73)
F1 F2

df~ ist aber stets nach Aussen gerichtet!

) Der Wirbel uss ist in allen Querschnitts-
achen der Rohre derselbe

Fur einen Wirbelfaden gilt:
JFajf1 = j+aif2 (2.74)

Der Querschnitt ist so klein, dassj+| konstant an der Querschnitts ache ist.

In einem Wirbelfaden ist die
Drehgeschwindigkeit
an verschiedenen Stellen
1
Querschnitt

Z.B. Tornados, Hurrikans...

Anders gesagt:
Mit ( 2.70):
Wirbelstarke: 2+jf = fjf 4

Also ist sie langs des Wirbelfadens konstant.

Fur die Zirkulation um eine Wirbelr ehre folgt nach dem Satz von Stokes:

z Z I

fodff=Z (F W) df= 2 v ds= (2.75)

2

NI =
NI~

oene Fl ache/Querschnitt

1. Helmholtzsche Gleichung



2.7. ERHALTUNG DER ZIRKULATION UND DIE HELMHOLTZSCHEN WIBE

Die Zirkulation um eine Wirbelr ohre ist also an allen Stellen gleich gro
andererseits ist der Wirbel uss einer Wirbelrehre zeitlich konstant ((2.69),
Satz von Thomson,d; = 0).

Zeitliche Anderung von Wirbeln / Helmholtzsche Wirbelgleichung

Mit der Euler-Gleichung in der Form (2.23 sowie denau eren Kr aften in

der Form f = fu (konservative Krafte) ergibt sich fur inkompressible
Flessigkeiten ( = const):
2

%} r% v (F W= ru+?D (2.76)

Bilden wir davon die Rotation, verwenden + = %r‘ ¥ (2.71) und dass
i~ 1 funktion =0 ist, so erhalten wir:
@+
@t

Im Fall von Inkompressibilit at gilt:

=

(v +)=0 (2.77)

 v=0 undauch 7 +=0

) - (v #)=(F +)v (F W++(+ My (v M)+

=(+ )y (v M)+ (2.78)
(2.78 eingesetzt in (2.77):
@+ = (+ 2.79
=+ M)y+=(+ .
gt (Y NE=(F P (2.79)
2. Helmholtzsche Gleichung
Oder:
dr _ o 2.80
Y (2.80)

Falls ein FE zu irgendeiner Zeit+ = 0 hat, wird es in einer inkompressiblen
idealen Flussigkeit auch kein+ erhalten.

Wirbel kennen in einer inkompressiblen idealen Rlssigkeit
weder entstehen noch vergehen.

Die Wirbelstarke einer Wirbelrohre hat auf ihrer gesamten lange und zu
allen Zeiten den gleichen Wert.
In Wirklichkeit jedoch entstehen und vergehen Wirbel doch.
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Sind Reibungskmfte eine megliche Ursache?

Leider nein, denn die obigen Betrachtungen gelten aucheir Flessigkeiten
mit Reibung (Euler ! Navier-Stokes).

Wirbel kennen nur eber die Rand achen in die Feissigkeit einwandern. An
den Wanden entstehen und vergehen beiehen Flessigkeiten Haftkrafte, die
Wirbel verursachen.

Mit Viskosit at lautet die Bewegungsgleichung #éir den Wirbelvektor (2.79):

@ +(v ) =(+ v+ + (2.81)

: Kinematische Viskositat, siehe spter.



Kapitel 3

Die Potentialstr emungen

Eine Stremung, fur die im ganzen Raum gilt
- =0

hei t Potentialstr emung bzw. wirbelfreie Stemung.

Wegen |

d = d¢ v ds=0
C

(Satz von Thomson) folgt, dass eine Potentailstomung fer alle Zeiten eine
solche bleibt.

Aber:

Langs einer Stromlinie, die entlang der Oberache eines umstemten Kerpers
verlauft, gibt es keine geschlossene Kurv€, die die Stromlinie vollstandig

umschliet. ! Hier ist der Thomsonsche Satz / Helmholtzsche Wirbelsatz
nicht anwendbar.

In dennen Grenzschichten um umstemte Kerper ist die Stremung i. A. kei-

ne Potentialstromung,! Wirbelbildung, Instabilit aten von viskosen Grenz-
schichten.

Von Interesse ist jedoch, dass bei érpern mit Stromlinienform die Abwei-

chung von einer Potentialstromung nur sehr nahe der Oberache und in
einer engumgrenzten Region hinter dem lérper auftritt.

Wir betrachten stetige Potentialstr emungen in idealen Fhissigkeiten mit
isentropen Bewegungen.

Ist die Stremung wirbelfrei, so kann das Geschwindigkeitsfeld aus derGe-
schwindigkeitspotential abgeleitet werden:

N=F (3.1)

41
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Die Euler-Gleichung (2.25 verliert fur eine solche Stoemung den Beitrag
v (F w), also: |
V2

= 7 w+ —
@v 5
Lassen sich dieau eren Kr afte f~aus einem Potential ableiten, alsd™= f u,
so lautet die Euler-Gleichung:

~@ 1 .
f @t+ ér (F)“ = Fu+w (3.2)
Ein allgemeines Integral dieser Gleichung ist:
@ v _
@t+7+ u+w=f(t) (3.3)

f (t): Beliebige Zeitfunktion, kann 0.B.d.A. gleich Null gesetzt werden, denn
das Geschwindigkeitspotential ist ebenfalls nur bis auf éie Zeitfunktion be-
stimmit.

Setzen wir
Z
O= +  f(t)dt (3.4)
so andert sich v nicht:
v=fF = 0 (3.5)
Wir erhalten:
@ 0
= 4+ —4+Uu+w= .
at’ 2 u+w=0 (3.6)

Bernoulli-Gleichung f  wr nichtstation are Str emungen

Fur eine stationare Stremung kann auch zeitunabh angig gewahlt werden,
dh. @ =0.
(3.6) geht dann uber in die Bernoulli-Gleichung (siehe @.48), (2.49)):

A2
> + u+ w = const (3.7)

Achtung!

Die Aussage der Bernoulli-Gleichung ist unterschiedlich ér eine Potenti-
alstromung und fer eine Stromung, die nicht wirbelfrei ist.
I.A. lautet die Bernoulli-Gleichung | angs einer Stromlinie:

?‘F u+ w = const
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Sie variiert jedoch i.A. von Stromlinie zu Stromlinie.
Fer eine Potentialstremung hat aber

—+u+w
2

im ganzen Fhissigkeitsbereich den gleichen Wert. Dieser Umstand gibt er
Bernoulli-Gleichung bei Potentialstremungen eine besondere Bedeutung.

Wir betrachten nun inkopressible Flessigkeiten.

Wegen der Konstanz der Dichte in einer inkompressiblen Rissigkeit verein-
facht sich die Konti-Gleichung zur «=0.

Dies wird fer eine Potentialstremung zu:

(38)

Die elliptische DGL (3.8) muss noch durch Randbedingungen emnzt wer-
den, die Angabeneber die Geschwindigkeit an den Fachen, mit denen die
Flussigkeit in Berehrung kommt, enthalten.

Da die Flussigkeit nicht durch die Wande hindurchtritt, muss die Normal-
komponentev, des Geschwindigkeitfeldes mit der Geschwindigkeit, mit de
sich die Flache in Richtung ihrer Normalen bewegt,ebereinstimmen.

_ R
Vi = A ¥=HA [ = @n (3.9)

Normalableitung des Geschwindigkeitspotentials

Oder mit einer Funktion von Raum und Zeit s(¥;t):

%n =s (ft) (3.10)
Der Index soll andeuten, dass es sich um eine Funktion handelt, diehgs
der Flussigkeitsober ache zu beecksichtigen ist.

Unter welchen Bedingungen kann eine S®mung als inkompressibel ange-
sehen werden?

Bei einer adiabatischen Druclanderung andert sich die Dichte der Flessig-
keit:

@
@ps

Adiabatische Zustandsgleichung:di(p= )=0
Nach der Bernoulli-Gleichung gilt fer die Drukschwankungen in einer stati-
onaren Stremung:

p (3.11)

p v?
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Die Thermodynamik zeigt:

@ _.:
@ps
Cs: Schallgeschwindigkeit
Ergo:
V2
hl 3.12
2 (3.12)
Inkompressibilitat
Also fur stationare Stremungen:
vV G
Fer nicht-station are Stremungen:
, |1 Zeiten und Langen der charakteristischenAnderungen
Nach Euler ist:
@v r =p v p vl
— — — oder —
@t ) | P
1 [v
mit — folgt — 3.13
i g P folg 2 (3.13)
Nun zur Kontigleichung:
Vv
mit - = T und — 1 folgt

und damit mit ( 3.13):

&
Schallzeit

Fur Inkompressibilit at gilt also:
Schallzeit v  Schallgeschwindigkeit

Aber: Bei einer Schallwelle (Beispiel &éir kompressible Hydrodynamik) ist
klein, aber 7 = Gs.
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Hangt das Geschwindigkeitsfeld eines bewegten Fluids nur vozwei Koor-

dinaten (x,y) ab und erfolgt die Bewegung parallel zurx-y-Ebene, so nennt
man die Stremung zweidimensional oder eben.

Zur Behandlung von 2D-Stremungsproblemen inkompressibler Fluide ist die
Einfehrung der Stromfunktion netzlich:

Anhand der Kontigleichung
- @y, @y _

Y=

@x @y

erkennt man, dass die Geschwindigkeitskomponenten auch &lAbleitungen
geschrieben werden &nnen:

@y_ @y

@x @y

_ @ _ @
Vg = @y vy = @x (3.14)

Dabei ist (x;y) die Stromfunktion. Sie erfullt automatisch die Kontiglei-
chung.

Bilanzgleichung fur die Stromfunktion
Einsetzen von 3.14) in (2.26) (Rotation der Eulergleichung; inkompressibel)
ergibt:

@ @e ,eae
@t @x@y @y@x

Kennt man die Stromfunktion, so kennt man auch die Stromlinien fur eine
stationare Stremung!

=0 (3.15)

DGL fur Stromlinien (ebene Stremung):

dx _ dy (3.16)
Ve o Vy

Oder:
vydx vxdy =0 (3.17)

) Tangente an eine Stromlinie stimmt in jedem Punkt mit der Richtung
der Geschwindigkeit mberein!

Setzt manvy und vy aus (3.14) ein, so erhalt man als totales Di erential f ur
stationare Stremung:

d =@dx +@dy =0 (3.18)
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) = const.
Die Stromlinien bilden eine Kurvenschar, die man erllt, wenn man die
Stromfunktion (Xx;y) = const setzt.

An der Ober ache eines umstemten Kerpers mussv; = 0 gelten (Geschwin-
digkeit darf nicht in den K erper eindringen).

Die Kerperberandung #llt mit der Stromlinie zusammen, die Stromfunktion
muss dort konstant sein.

Ein Problem sind dabei die Randschichten (Viskosiat).

Leistungsfmhige Methoden zur Berechnung von Potentialstsmungen inkom-
pressibler Fluide um Hindernisse liefert die Funktionentheorie.

Die Grundlage fur diese Anwendung besteht im Folgenden:

Das Potential und die Stromfunktion hangen mit den Geschwindigkeitskom-
ponenten folgenderma en zusammen (Die Existenz der Strominktion h angt
nur mit der ebenen Stremung zusammen, es wird nicht gefordert, dass eine
Potentialstr emung vorliegt):

e_e ,.@_ @
@x @y ' @y @x
Vom mathematischen Standpunkt entspricht (3.19 den Cauchy-Riemannschen

DGLn. Diese Gleichungen sind die Bedingung dafr, dass der komplexe Aus-
druck

Vy = (3.19)

w= + i =f(2) (3.20)

eine di erentierbare Funktion des Argumentes z = x + iy ist.
Die Funktion w(z) muss dann in jedem Punkt eine bestimmte Ableitung
haben:

_ ow_ of@z_ _ @ .
d,w = Ox Gox fqz) = —X+ i— o Wy (3.21)
. a Qw @f@z @ Q: .
id,w = oy @z@ if 4z) = @y+ i oy Vy + vy
Durch Elimination von f{z) = & gelangen wir zur Gleichung:
@ @ +i @, e . =0 (3.22)

@x @}y @x. @y}

22 1 2
Realteil Imaginarteil

Das Verschwinden einer komplexen Zahl bedeutet:

. @ _ @
Realteil=0 ) ax @y (3.23)
Imagnarteil =0 ) Q = @ (3.24)

@y @x
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Das sind die Cauchy-Riemannschen DGLn. Aus ihnen folgt sofdr

¢ .8 ., & O

—+ — =0 —+—5=0 3.25
@’ @9 @’ @9 (5:29)
Laplace-Gleichungen
Explizit :
Zwei unterschiedliche Bedingungen:
- =0 ~ v=0
S
' S
S
/ B
=0 =0

Au erdem kann man, indem man (3.23 mit @ aus (3.24 multipliziert,
Zeigen:

== =(F) (F )=0 (3.26)
(3.26) dreickt aus, dass die 2-dimensionalen Kurvenscharen

( x;y) = const (x;y) = const (3.27)
orthogonal zueinander sind!
Die Funktion w= + i heit komplexes Geschwindigkeitspotential

9 heit komplexe Geschwindigkeit
In der Gaussschen Zahlenebene qgilt:

—— =ve®  #26(v:8)

q q
jdwj= (@)% (@ )*= vi+Vvg

Kurzer Ausflug in die Funktionentheorie und zur Bedeutung
des Residuensatzes

Cauchyscher Integralsatz:

f(z)dz=0 (3.28)
C

C: beliebiger geschlossener Weg
f (z) di erenzierbar
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. . H . :
Dabei ist das komplexe Kurvenintegral f (z)dz allgemein aus zwei re-
ellen Kurvenintegralen aufgebaut:

f(z)= u(xy)+ iv(x;y)

I [
f(z)dz= (u(xy)+ iv(x;y))(dx + idy)

| |
= (uCy)dx  v(xy)dy)+ i (v(Xy)dx + u(x;y)dy) (3.29)

Cauchysche Integrationsformel (bedingt durch den Cauchyshen Integral-
satz):
I

f
f(z0) = o Z(Zio

dz (3.30)

n!F f(2)

f(MW(z0) = 21 @ )t
C

dz (3.31)

Ist f (z) analytisch (di erenzierbar) in einem Gebiet zwischen zwe konzen-
trischen Kreisen um zg, so istf (z) in einer Laurent-Reihe entwickelbar:

*
f(2) = a(z  z0)"

k=1
Und zwar mit den Koe zienten:
|
1 f(2)
= - " .32
Z2T (@ 2t (3:32)
Falls f (z) eine Singularitat in zg hat, dann gilt:
|
ai = % f (z)dz = Res[f (2); zo]
Cum zo
) m 1 m
= m D) ZI!|rr210 a7 [(z  20)™f (2)] (3.33)

Letzteres gilt, falls f (z) in zg einen m-fachen Pol besitzt &, =0, n< m).
Es handelt sich hiq:_ibei um eine mitzliche Rechenvorschrift fur die Berech-
nung des Integrals f (z).

Residuensatz
f (z) sei analytisch au er in singularen Punkten z. (r = 1;2;:::), dann gilt:
I
X
f(z)dz=2i Red[f (2); z] (3.34)
C r
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Damit lassen sich komplizierte komplexe Integrale einfacldurch Berechnung
der Residuen an ihren singuiren Stellen berechnen.

Beispiele:
. e .
) f(2)= 5 2o Pol 1. Ordnung in z = zg
! c
=2 iRes 1 Zo 333 (z 20) =2ic
Z Zp Z Zp Z Zp
.. _ elz . _ .
i) f(z)= 2 Pol 1. Ordnung in z= izg
| ) n ) # n ) #
l eIZ eIZ eIZ
— ———= = Res ———;izp + Res ———; iz
20 22+ 73 22+ 72 °° 22+ 72 °°
| |
iz iz
= lim Z izg)—5—— + Iim Z+iz20)—5——
21 izo ( 0y 28z izo ( 07y 5
e” . e? e % o

lim —+ |im — = — .
zl izgZ+izg 2! izoz izg 2izg 2zg

Ebene Stommung um ein Hindernis

Sie ist invariant in einer Richtung (w ahle kartesischez-Komponente).
Man legt den Koordinatenursprung in den Schwerpunkt des Himernisses,
d.h. die Stremungsgeschwindigkeit ist im Unendlichen konstant.

lim v = const
x;y 11

Die Terme z™, m > 0 kommen nicht vor.
Wenn 9% um zo = 0 analytisch ist, so gilt:

*»

‘Z_W =" (3.35)

z 2

Integration von (3.35 liefert:
_ % an

w(z) = apz+ aylnz - W (3.36)
lim w(z) = lim apz (3.37)

jzj'1 jzj!l1

dw . .

—= = Vx vy ) a = Vx1  IVy1 (3.38)
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ap ist die komplexe Geschwindigkeit im Unendlichen.
Auch der Koe zient a; hat eine physikalische Bedeutung.

Integration von d,w eber den Rand einer zurx-y-Ebene parallelen Schnitt-
aiche des umstemten Kerpers:

d,wdz = (vx ivy)(dx + idy)
| |
= (vxdx + vydy) +i vady vydx; (3.39)
|—lz—) G
B =d =0 (3:18)
= wvds=

Der zweite Term ist auch ansonsten gleich Null, denn die Kontir des Hin-
dernisses stellt eine Stromlinie dar.
|

d,wdz Resideensatz 5 o (3.40)

a; entspricht hierbei a 1 in Gleichung (3.33.

Nun berechnen wir die Kraft, die von der stromenden Fhissigkeit (stati-
onare, inkompressible Potentialst®mung) auf das Hindernis ausgebt wird.

Keine au ere Kraft ) Druckkraft

K = pdf~ (3.41)

Mit Bernoulli gilt in gro er Entfernung ( p1 , v1 ):

1 =p + Evf = p+ Ev2 (3.42)
) p= 1 Ev2 (3.43)
Also:
|
K = (1 Evz)(Ldyg( Ldxey) (3.44)

L: Lange in z-Richtung

Erinnerung
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Eine Flache sei gegeben durch die Koordinatenu und v.
€ und € spannen die Tangentialebene auf.
Der Normalenvektor wird berechnet durch:

&
e  ®j

jdfj: Flacheninhalt des von (uz;Vvz), (U2 + U;V2), (U2;v2+ Vv
aufgespannten Parallelograms

Einschub zu ( 3.44) | |

—el—
Al = COS €y +Sin €y —
—_

df"= (cos €y +sin ey)rd

X = r cos y = rsin
dx= rsin d y=rcos

) dx= rsind dy =rcosd
| |

dff= (dys dxsg))

Kraftkomponenten:
1 | |
K= : dy+ 5 (vf+ vg)dy
1
Ky = dx 5 (VZ + v§)dx (3.45)

Die Kontur des Hindernisses ist eine geschlossene Kurve.
) dx= dy=0

(3.45 ausgedrwickt als komplexe Kraft Z = %(Ky + iK x):

|
2= 5 (VZ + v3)(dx idy) (3.46)
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Zu diesem Integral addieren wir Null in der Form:

0=2i vady{zvydxg (vx ivy)

=0 langs der Kontur

Also:
| |

7= 5 (VF  2ivyxvy  v)(dx + idy) = 5 (d,w)?dz (3.47)

d;w = vy vy
Mit der Reihenentwicklung (3.35 ergibt sich aus (3.47):

I ( )
2ajap 2apap + a2
2= 2+ L0 Ly
2 % z z2

dz (3.48)

d,w analytisch in Umgebung um z =0

Nun verwenden wir wieder den Residuensatz:
Das Integral mber eine geschlossene Kurve um den Ursprung ist gleichi2
mal Koe zient bei % der Reihenentwicklung (= Residuum), also:

2= E2i2alao3'=40 ao =% (va  ivy) (3.49)

Kutta-Joukowski-Auftriebsformel

I Ubergang zum Komplexen:

Kein explizites Losen des Kraftintegrals, keine konkrete Form der Stemung
vorgegeben! allgemeine Aussage in und den asymptotischen Geschwin-
digkeiten.

(3.50) dreckt das d'Alembertsche Paradoxon aus.

Betrachtet man eine 1-dimensionale Flusss®emung in &, dannist vy; =0,
alsoKy = 0.

Demnach sollte z.B. auf einen Beickenpfeiler nur eine Kraft senkrecht der
Flussrichtung auftreten. Das widerspricht jedoch der Erfahrung!

Lesung:

An der Ober ache des Hindernisses ist Reibung von Bedeutung. Daraus re-
sultiert eine Wirbelbildung hinter dem Hindernis und somit eine Kraft (ein
Druckgradient) parallel der Flussrichtung. Die ldealisierung fehrt hier also
zu einem unphysikalischen Ergebnis.
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Ebenso tihrt die Viskosit at bei einem rotierenden Zylinder oder einer rotie-
renden Kugel dazu, dass das Fluid an der Obemche mitgetihrt wird. Da-
durch entsteht eine endliche Zirkulation und nach 3.50) eine Kraft senkrecht
zur Stromrichtung. ! Magnuse ekt, z.B. bei angeschnittenen Tischtennis-
oder Fu ballen.

Ebene Stemung um einen Kreiszylinder

Es besteht Invarianz entlang der Zylinderachse, also par#l zu &,.

Y1 = V1 &

y

o

=5 vgoR =8 vgoR
zur Stremung um einen Kreiszylinder. Es sind beliebige Werte
der Zirkulation m eglich; fur < 4v oR liegen die Staupunkte auf dem Zylinder, fer
> 4v (R wandern sie auf die imaginare Achse.


http://www.aug.ipp.mpg.de/E2/Mitarbeiter/Zohm/maple/Flow_Around_Circle.mws
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Der Kreis r = R stellt eine Stromlinie dar, hierbei verschwindet die
Normalkomponente vonw relativ zur Ober ache, es gibt also keinen Strom
durch die Ober ache.

Fer r R erhalten wir eine ungesbrte Translationsstremung.

)Q_ .
: - _Cntibn
(3.39: w(z)= apz+ aslnz L Dz I

(333: a=v1 (340: a = o7
z=re' Inz=In(re" )=Inr+i

Randbedingung:
|
f(')6 jr=r = const= Im (W(2))jr=r =

chsin(n 1)) R bycos(h 1))

R sin' —InR+ 51
viRsn® o-hR* " DRt (n pro 1 &2
= )
nur Imaginarteil der Summe von oben
f(C)8 jr=r ) b =0 n 2
c, = O n 3
C = \1 RZ
!
RZ
= — + + — )
) w(z) T Inz+vy z z (3.52)
In(ab)=In a+inb  Reln(re’ ))= Re(nr+i )=Inr Im(n(re" ))="
Daraus folgt alles andere:
Stromfunktion: |
!
= | = —lInr+ in" 1 —
m (w(z)) > nr+ vy rsin | )
2,2 R?
= 4— In(X +y )+ Viy 1 m (353)
Ian:%Inx X =rcos y =rsin’'
Geschwindigkeitspotential:
|
!
= Re(w(2)) = 2—' +vyprcos 1+ e
) !
_ y R
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(ai;bn) - aar+ biby @b aiby
(az; k) a+ g ' A+

(ar;bn)(az; ) = (a1@2  bibp;aibe + axbn)

Komplexe Geschwindigkeit einer ebenen Potentials®mmung um einen Kreis-
zylinder:

Rf

d,w=vy+ivy= —+v; 1 )

5 (3.55)

(vergleiche z-Ableitung von (3.52)

Die Nullstellen von d,w geben die Lage der Staupunkte an, d.hvy, =0 und
vy =0, also (3.59=0:

2
o= RZ 3.56
2112 4iv g 16 *vi (3.56)
p

jaj = 2+ 2

Fur reelle Wurzeln gilt jz;.2) = R, die Staupunkte liegen also auf der Zylin-
derober ache.
Der Imaginarteil von z; und z; ist gleich.

212 = Re 12

Mit ( 3.56) folgt:

2
(3.57)

cos' 1= cos' o= 1

sin* 1=sin' =
! 27 4v.R 4RV ;

Falls =0 folgt y=rsin' =0

Die Staupunkte liegen also auf derx-Achse, wir erhalten eine symmetrische
Stromung um das Hindernis.

Das Verstandnis des Problems der Zylinderumstomung erlangt besonde-
re Bedeutung durch die Anwendbarkeit konformer Abbildungen. Hierdurch
kann die Berechnung der Umstemung komplizierterer Pro le auf die Zylin-
derumstremung zureckgekihrt werden.

Konforme Abbildungen

Seienz=x+ iy und = + i komplexe Variablen. Die stetige Abbildung
= f (z) bildet Gebiete der z- und -Ebene aufeinander ab, beispielsweise

ein Gitter = const, = const

Ist f (z) di erentierbar, so ist die Abbildung konform, d.h. winkel - und ma -

stabserhaltend.

Die Mercator-Projektion ist beispielsweise eine konforme Abildung von
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Erdober achensegmenten auf eine 2-dimensionale ache Obeache. Durch
entsprechende Wahl einer Abbildung = f (z) kann ein kompliziertes Stremungs-
pro | auf ein einfaches/bekanntes zureickgetkihrt, also abgebildet, werden.

Beispiel: Frage nach Eckstemung

YA €A
z-Ebene konforme Abbildung {-Ebene

|-
|

‘—‘—‘Ug
'

o
L

> 7777777770 7777777

ebene 1-dim Translationsstrémung

xy)  (xy) () )

B BBl ol 512

\q__,
\L_/
_,_/

/
.-"
’r.-'
I
‘\
2
e
x\
ﬁ
e
=

y0 YD ~~~~~~ P e
R Flae
U

4 W Ll
i \D;w ;,,____7"\ \\ \\mf(

: Visualisuerung einer Eckstremung durch konforme Abbildung der
reellen Achse auf einen beliebigen Winkelausschnitt. Durch z  wird die positive reelle
Achse auf sich selbst abgebildet, die negative reele Achse ergibt &£h aus einer Geraden

mit Winkel =180= zur positiven reellen Achse. Hier: =1,3 und 5.

Konforme Abbildung:
Gitter, das an den = const-, = const-Linien gebildet wird, wird winke-
lerhaltend abgebildet.
Komplexes Geschwindigkeitspotential &ir eine ebene Translationsstomung:

w=Uy =Ug +iUp = (; )+i (; )

@w=@ +i@ =Up=v (vgl.3.21)

konforme Abbildung: =z ¢ )
) wW@2)=w( (2))= Uz = (xy)+1 (Xy)

d,w=dwd, = Ugz ! LoV vy


http://www.aug.ipp.mpg.de/E2/Mitarbeiter/Zohm/maple/eckstroemung.mws
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Das Problem reduziert sich also auf die Frage nach der richgen konformen
Abbildung.

Ma verwendet iterative (numerische) Verfahren, um sukzesse (durch An-
wendung mehrerer, neglichst einfacher konformer Abbildungen) komplizier-
te Stremungspro le zu konstruieren bzw. berechnen.

Eine Vielzahl von ebenen Stemungen um beliebige Pro le kann auf Proble-
me der Umstremung eines Kreiszylinders zuackge®ihrt werden

Es stellt sich jetzt naturlich die Frage nach der konformen Abbildung von
Stremungen um beliebige Pro le auf eine Stomung um einen Kreiszylinder.
Seiw( ) das zur Stremung um einen Kreiszylinder gelorige komplexe Po-
tential.

(z) vermittelt als konforme Abbildung das gesuchte Potential.

w(z) = w( (2)) (3.58)
Der Mittelpunkt des Kreises = Re' kann mit
= o oder = g+ (3.59)

an jeden beliebigen Punkt ¢ gelegt werden (Kreis in -Ebene durch Abbil-

dung ())
WUbergang zu beliebigen Pro len:

1
z= =+ (3.60)

Der Kreis geht in mannigfaltige Kurven wber.
Was macht (3.60) aus dem Einheitskreis?

y z=e' +¢& =2cos' (3.61)

Strecke 2 z 2

Andere Kreise,R 6 1, liefern Ellipsen:

- ™~
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Der Kreis
.9
=io+t€e 1+ 3
hat seinen Mittelpunkt auf der imaginaren Achse bei =i .
. 1 1
) z=i o — + ot — e
0 0

~ -
m——

Siehe auch: konform.mws zur Visualiserung konformer Abbildungen.

2

(3.62)

Flow _Around _Any Object.mws zur Stremung um einen Zylinder beliebigen
Querschnitts. Der Querschnitt muss zun achst durch u(z) (Umkehrfunktion von

z=1=(u+ ug)+ u+ up) auf einen Kreis abgebildet werden. Hier: = 5.

Quintessenz

Die konforme Abbildung (z) mit

1
ot

Z=

+ o+

eberfehrt verschiedene Pro le in der z-Ebene
- auf Kreise in der -Ebene
- auf Kreis mit Mittelpunkt im Ursprung in der  -Ebene.
Also (3.58):
w(z) = w( (2))

(3.63)


http://www.aug.ipp.mpg.de/E2/Mitarbeiter/Zohm/maple/konform.mws
http://www.aug.ipp.mpg.de/E2/Mitarbeiter/Zohm/maple/Flow_Around_Any_Object.mws
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Das gesuchtew{z) ist nun einfach berechenbar.
Kreiszylinder (3.52):

= —| + + —
w( ) 2In Vi

Hier wird nun (3.60) eingesetzt

w(z) = w( (2))

und 9% berechnet usw...

Hydro
-Statik
ungestorte Geschwindigkeit ¥ =0= ¥ gestrte Geschwindigkeit

) stationare, statische Lesungen

-Kinematik @
@t: 0 statio are Stremungen, aber
¥ 60 z.B. station are ebene Potentialstromungen
-Dynamik
@60
5 v60 =0
¥y=0 % 60
station are Stremungen
Wellen
Instabilit aten
+ v60 +°60
Ober achenwellen
Wellen in der Fl ussigkeit Wellen

Instabilit aten
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Kapitel 4

Wellen

4.1 Schwerewellen

Hierbei handelt es sich um Wellenausbreitung auf der Oberache einer Fhissig-
keit unter dem Ein uss der Schwerkraft.
Wir nehmen kleine Geschwindigkeiten an, so dass in der EuleGleichung
der Term (v [ )v vernachlassigt werden kann.
Inkompressibilitat bedeutet = const.

@v= r P+gz (4.1)

bedeutet, dass es sich um eine Potentialsamung handelt (; (4.1)=0).
Der Druck auf der Ober ache sei konstantp = pg.

P=Ppo= 9z %t (4.2)
Oder mit einem verallgemeinerten Geschwindigkeitspoterial (v= " ):
-+ By (4.3)
(Kein Einuss auf v= " 7) |
gz+ @ =0 (4.4)

@t Ober ache

Sei die vertikale Verschiebung der Fhissigkeitsober ache bei den Schwin-
gungen (im Gleichgewicht: =0).

(x;y;t)
Allgemein qilt:

G +— =0 (4.5)
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Es ist aber:
_@ _ @
Vz = @t_ @ZZ: (46)
) @_ 18"
@t g@t _
|
@ 18~  _
bzw. @z+ e ~ =0 4.7)

Randbedingung an der freien Fbssigkeitsober ache unter Vernachkssigung
der Ober achenspannung.

Kleine Schwingungen: 1 ((4.7) auch an z = 0 gultig)

Das Problem wird vollstandig bestimmt durch

=0 inkompressible Potentialstr emung
Erste Randbedingung:

|
@ 18~  _
@ﬁ*é@ﬁ'ﬁo‘o (4:8)

Wir nehmen an, dass im tiefen Wasser keine Ablangigkeit von den Rand-
bedingungen am Boden besteht.

Wir betrachten eine Schwerewelle die sich inx-Richtung ausbreitet und in
y-Richtung homogen ist (@ = 0). Wir suchen nach raumlich/zeitlich peri-

odischen Losungen.

= f(z)coskx It) (4.9)
k = 2-: Wellenzahl, ! : Wellenfrequenz
Laplace-Gleichung:
d?f 0r
Gz K=o (4.10)

Tiefwasserbsung
Es herrschen keine Randbedingungeref Grund z = h.
Die Lesungen negen mit zunehmender Wassertiefe abnehmen:

f(z) = Ae*? (4.11)

jkhj =2 E 11 far h (Tiefwasser)
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(f(z) e ¥ impliziert eine unendliche Amplitude am Grund.)
) = Aecoskx t) (4.12)

Jetzt bleibt noch die Randbedingung aus &.8) zu erfellen.

1 2
k —=0 4.13
g (4.13)

I (k): Dispersionsrelation

Fer die Geschwindigkeitskomponenten ergibt sich aus4.12):

vy =  AkeKsin(kx It)
v, = Akecoskx It) (4.14)
Z!Ilmhvz=0

VP hase = F Phasengeschwindigkeit der Welle

_ar
VG——k—

~lQ|

Gruppengeschwindigkeit der Welle (4.15)

NI =

Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle

Einschub : Phasen- und Gruppengeschwindigkeit

Bemerkung:
Bei Wellen mit linearer Dispersionsrelation (Schall, elekromagnetische Wel-
le) ist Vphase = Vg = const: Hier ist dies nicht der Fall und man muss un-

terscheiden.

Wellenpakete und deren Ausbreitung

AK)

|
T
Ko k

Amplitude im k-Raum um ko herum lokalisiert
) Ak ko)
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2
a(x;t)=  dkA(k kg)e'( 't)
1
1.) Lineare Phasenbeziehung! = ¢ k

2

a(x;t) dkA(k  ko)ek*x

1

Substituiere: k ko= k% dk! dk°
2

dkOA(k(b eik Ox ct) eik o(x ct)

2

ikoi)z( Ct} dkOA(k(beik Ox ct)

Phasenfaktor
ei(ko)( I ot) f {Z }

Fouriertransformierte von A (k)
A(x ct) lauft mit c

2.) Allgemeine Phasenbeziehundg = ! (k) i.A. nicht linear
Lokalisiert um ko herum: Taylorentwicklung
d!

L(k)=!o+ d—'kk (k  ko)+ :::

2 , -
axt) = dkAk  kg)e ¥ 1ot Gk koW
1
wiederk ko! kOund dk! dk°
2

dkOA(k(ﬁei(kOXJr kox ! ot ngjkokOt)

A4 -
i(kox ! ot 0 ko G, 0
et oY dk%A (ke ko
immernoch Phasenfaktor il {z }
lauft mit !k_g = VPhase

Fouriertransformiert
d!
A(X g Ko t)
d!

lauft mit G- ‘o

= Vg

Seichtwassemsung
Wir betrachten eine endliche Tiefez = h.
Nun istin 4.11f(z) e % nicht mehr unphysikalisch.

= ( Ae’ + Be ¥)coskx !t) (4.16)
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Auf dem Grund z = h muss gelten (zweite Randbedingung):

@ =0 (4.17)
@Zz= h
Ae K" Bekh =0 (4.18)

Man fehrt nun eine neue Konstante ein:

1
5C = Ae kh = Bekh (4.19)

Aus (4.16) folgt dann:
- _ %(ek(z+ M 4 e K@My coskx It )
= Ccoshk(z+ h))costkkx 't) (4.20)

Nun benutzt man die Randbedingung @.98):
!

@, 1e-

@z 9 @% z=0

gksinh(k(0 + h))cos(kx !'t) ! Zcoshk(0+ h))cos(kx !t)=0(4.21)

Dispersionsrelation ®#ir Ober achen-Schwerewellen im Seichtwasser:

I 2= gktanh(k(0 + h)) (4.22)
o= o U g tanh(kh) + — <1 (4.23)
¢~ dk = 2 ktanh(kh) cost(kh) '

Die Wellenlange ist gro gegeruber der Tiefe h:

jkhj 1  tanh(kh) kh

N

! ! p—
—=gh ) VPhase = K = gh (4.24)

Beispiel 1
Wenn man einen Stein ins Wasser wirft, entstehen viele Welle, nicht nur
eine. Das liegt an der nichtlinearen Dispersion.

Beispiel 2
Wellen brechen erst am Strand, da erst dorth die Gre enordnung von



66 KAPITEL 4. WELLEN

erreicht.

Beispiel 3

Schi e im Wasser generieren Wellen, die im Fall der Bugwellemit der Ge-
schwindigkeit des Schi es laufen nussen. Fir v gL kennen sich viele
Wellenlangen unter dem Schi be nden. Wenn v steigt, my, auch steigen,
damit die Welle mit dem Schi mitlaufen kann, f er v gL pat gerade

noch eine Welle unter das Schi ) Maximale Geschwindigkeit ferr ein Schi
das nach diesem Prinzip &hrt (Seglerjargon: \L ange Ruft").

Fer v gL (Erinnerung: Das bedeutet Froude 1) \gleitet das Schi ",
d.h. es schwebt auf seiner eigenen Bugwell@hnlich einem Uberschall ug-
zeug (bei Motorbooten kann man auch sehen wie das Boot seindgene
Bugwelle \hochfahrt")
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Motorboot mit v ’
Quelle (und weitere Bilder): FLOW PAST MOUNTAINS (23. Marz 06)

Schwerewellen innerhalb inkompressibler Fluide

Im Schwerefeld ist die Dichte inhomogen. Wir betrachten Welenstromung
deren Wellenkange kleiner ist als die Inhomogeniétslange ( & ~ =0
erfullt), d.h. Dichte anderungen durch Druclanderungen werden vernachdssigt,
aber infolge Entropieanderungen erlaubt.

Anders gesagt: @ =@kann nicht aus der Kontinuit atsgleichung berechnet
werden, aber es gibt dennoch eine Dichtesemung!

@s1+w Msp=0 (4.25)
1= @, ojpSt (4.26)
r .
@vi= 2+3@ s (4.27)
ErA
Py
0

Es gilt:
vy = AR 1)
Und ebenso #ir s1, ps.

Kontigleichung:
r = 0


http://www.ocean.washington.edu/research/gfd/hydraulics.html
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Denn:
@i1+twm o= @s1+w Fsp=0
) v K=0 Transversalwellen
Also:
i!Sl = & So (428)
) 1 ) K .
v, = —0@0 0jpS18 |_0pl j K (4.29)
ik?p1 = @, ojpsi(g K) (4.30)
2
) S1 = |$
@0 OJp(g k)

Aus (4.29 folgt:
— I@O ijslg+ R

V1 o ﬁpl
Und damit aus (4.28):
I
s, = G doi8, R (4.31)
) )
s von oben eingesetzt:
|
e 2 2 H ’
k pl — k pl@o' ijg + Fﬂ r—.wso (432)
@o ij(g k) ! 0@0 OJp('g R) -0
!2k2 — kz@o ijg I:MSO + k FSO@O ij(g R) (433)
0 0
2 = @ op9%So @ 0jp9diSoCoS (4.34)
0 0
Damit also:
12=12sin? (4.35)
@0 = Vig@ov(): vizl@UVij
0 | 0 z }
<0
Mit .
12 = @"—ijgdzso >0 fur d,s0> 0
= 6(K; &)

Erinnerung: d;s > 0 war die Bedingung #ir das Fehlen von Konvektion (vgl.
(2.38)). Sie kann auch als \Stabiler Ast der Konvektion" bezeichnet werden
und ndet ihre Anwendung z.B. bei Meeresstromungen.
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4.2 Schallwellen

Schallwellen sind Schwingungsbewegungen kleiner Amplitle in einer kom-
pressiblen Fhissigkeit.

Zur Erinnerung: Fluide sind in guter N &herung als inkompressibel anzuse-
hen fur Geschwindigkeitenv  c¢s (aber — trotzdem klein).

Schallwellen breiten sich mitcs aus.

In Schallwellen wird die Flussigkeit an jedem Ort abwechselnd verdich-
tet/komprimiert und verd ennt.

Die Beschreibung erfolgt mit Hilfe linearisierter Kontinu it &ts- und Eulerglei-
chung (da jetzt kompressibel).

%t+l" (v) = 0 (4.36)
%}(v F)v = 1r"p (4.37)

= ot 1 5 P=Potps
0, Po seien konstante Dichte und Druck im Gleichgewicht,» = 0.
1, p1 seien dieAnderungen von Dichte und Druck in der Schallwelle mit
1 0, P1  Po.

Die Stergre en in 2-ter Ordnung werden vernachlassigt.

Linearisierte Konti- und Eulergleichung:

% +oF W =0 (4.38)
1
%:Jr ~rp = 0 (4.39)

Eine Schallwelle in einer idealen Rissigkeit stellt einen adiabatischen Vor-
gang dar.

Die Anderung von p( ;s) erfolgt nur gema  im adiabatischen Fall.

_ @p
- @ s J@
%pt+ Ol@—p - % =0 (4.40)

Qs

=c2
=cg

¥, ist wirbelfrei (siehe (4.39).

Au erdem: Wenn Schall aus der Ruhe entstinde, ware er mit Wirbeln ver-
bunden (Helmholtzsche Wirbelsatze).

‘\1’]_:[‘~ 1
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Aus (4.39 folgt:
@1

p1 = O@ (4.41)
Eingesetzt in (4.40):
s
@ 1 _ - _  @p
ot 24 1=0 mit cg= @o . (4.42)

Mit @(4.40), (4.39 ist dies ebenso endllt, also ist p; Wellengleichung, und
damit auch 1 (p1 = & 1).

Liegt nur eine Abhangigkeit von einer Koordinate vor, so handelt es sich
um ebene Wellen.

@1 5@ =0 (4.49
Variablentransformation:
=X Gt = X+ cgt (4.44)
) @ 1=0 (4.43 (4.45)
Integration eber :
@ 1= Fa() (4.46)
Integration eber liefert die allgemeine Losung im 1-dim. Fall:
1= fa( )+ f2( ) = fa(x + cst) + fa(x  Gst) (4.47)

Selbiges kann man@r und p durchfehren.
Die Form von f ist hier noch nicht spezi ziert.

Seif, =0.

Hat z.B. die Dichte zur Zeit t = 0 am Ort x den Wert f»(x), so hat sie nach
der Zeit t am Ort x°= x + cst den selben Wert.

) f1 bzw. f, beschreibt die fortschreitende ebene Welle in negativer ha.
positiver x-Richtung.

Nebenrechnung zu 4.45):

@ _ @@x 1@ c0Ot
@ @x@ ¢ @t@
. @ 1@
@x cs @t
0 @ 1@ _ @& G ox @& G ot
@x cs @t @x @ cs@t @
@ 1@

2 2@t
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Jede beliebige Welle ésst sich als Summe ebener, monochromatischer (alle
Gre en sind einfache periodische Funktionen der Zeit) Wellenmit verschie-
denen Wellenvektoren und Frequenzen darstellen (Fourier/ Spektraldar-
stellung).

Monochromatische Welle:

= RefAe®® g (4.48)

k= A= 2-n Wellenzahlvektor
7. Einheitsvektor in Ausbreitungsrichtung
A = a€ : komplexe Amplitude (durch geeignete Wahl der Anfangsbedi-
gungen immer reell schreibbar)
: Phase
ebene Welle coskx It + |{z})

evtl:

(Vergleiche Ober achen-Schwerewellen)

Bewegte Schallquellen

Im ruhenden Medium ist! = ¢5 k.
Wenn sich das Medium mit v bewegt, kann man 2 Ralle unterscheiden:

a) Medium und Schallquelle bewegen sich, z.B. ein Punktstrahler (Ku-
gelwellen)
) konzentrische Kreise,aquivalent zum ruhenden System und relativ
zum Medium bewegtem Beobachter
) k bleibt erhalten, aberc! c+ v

\%)
) '=c Kk !Beobachter =(C+ V)k =19 1+E

Genauer: Man muss den Winkel zwischery und K bereicksichtigen:
!

R v \Y;
) ! Beobachter = ! 0 1+T =1y 1+ECOS
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Mach0.0.mpg

b) Schallquelle bewegt sich relativ zum Medium, Beobachteruht im Me-
dium
) verschobene Kreise!
Die Wellenlange wird langs der Bewegungsrichtung reduziert:

2
Beobachter = 0o V To To= —

"o

Fer den Beobachter (im Medium) breitet sich die Welle mit ¢ aus:

. 2¢ ~ 2c _ 2cC 1 — 1
| = = o o1 Yo %1 ¢
Beobachter o Vo ol 0 ‘
3 .-/f = “\ % \\\\\
o /S ”: w'::““\‘\' % \\ AN
/ / /'/I rad & o __._H_“\\'\\.\ 3 \ \ !
1 / A ,f’\\\\\\ ' \"
A LCCON
k \ \ ﬁ_\ L ]
' N N p LT /
___2_:\ . Y . ~M‘_U~_/.‘ II,,-"r, _,.-’ /./
-3 iy o e
& a3 e / b 7
£ 2 0 2 .
Mach0.3.mpg

Nebenbemerkung

Diese beiden Flle sind o ensichtlich nicht aquivalent (ausser im Limit £ !

1 \
0, wenn;—= 1+ E)



http://www.aug.ipp.mpg.de/E2/Mitarbeiter/Zohm/maple/Mach0.0.mpg
http://www.aug.ipp.mpg.de/E2/Mitarbeiter/Zohm/maple/Mach0.3.mpg
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Unterschied zur elektromagnetischen Welle (Lich):
Es gibt ein Medium, also einen \Ather", welches ein Bezugssystem auszeich-
net (namlich das mit v bewegte)!
Daher auch verschiedene Grenzdle fur ¥ ! 1
Beobachter bewegt sich relativ zum Medium:! =214
Quelle bewegt sich relativ zum Medium:! 1
Was passiert hier?
) Alle Wellen addieren sich in Phase am Bug auf
) \Uberschallknall"

Fur v > c : Schall lauft nicht mehr vor Quelle her

Machl1.3.mpg

sin = ) sin -1
Y "~ Ma
%

mit Machzahl Ma = <

) \Mach'scher Kegel ", nur Beobachter innerhalb des Kegels loren etwas!

Fuer Ma > 1 trit eine Str emung daher \blind" auf ein Hindernis, sie kann
sich nicht an die durch ein Strom aufwarts be ndliches Hindernis erzwunge-
ne Randbedingung anpassen éir Ma < 1 baut sich vor dem Hindernis der
Staudruck auf; durch ihn erhalt die Stremung Kenntnis von einem Strom
aufwarts be ndlichen Hindernis). Dies fehrt zur Ausbildung sogenannter
Sto wellen beim Auftre en einer Ueberschallstromung auf ein Hindernis
(siehe Kap. 5).

Fer Ma > 1 qualitativ neue Physik ) siehe Kapitel 5
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Bemerkung
Fur Ma 1 ist Inkompressibilitat keine gute Annahme und die thermody-
namische Zustandsgleichung muss mitgenommen werden (diedatten wir
durch i~ v =0 ersetzt).
) Dieses Gebiet heisst auch \Gasdynamik"

Die Energie einer Schallwelle

Energiedichte pro Volumeneinheit des Fluids:

= ot 1 = ot 1 V=V

Die mit 1 indizierten Werte stellen die Abweichung von den Waten im
ruhenden Fluid dar.
Entwicklung bis zur 2. Ordnung in den Stergre en um g:

2 2
E= o0+ 1@ = o( )* 5@ =,( )+ PV (4.49)
Die Vorgange in Schallwellen laufen adiabatisch ab.

d=Tgs+0d (259
=0
Daher entwickelt man in (4.49 nur um o ( andert sich wie ).

Die Ableitungen in (4.49 sind also bei konstanter Entropie zu bilden.

@ = o( Jis= ot p—gz Wo spezi sche Enthalpie (4.50)

d =Tds pdVv dw= Tds+ Vdp

@( )is = @Wjs = @Wjs @{E’Jj (4.51)

I cZ

Mit ( 4.50 folgt:

i1

@( js= = (4.52)
Energie des Fluids pro Volumeneinheit:

2
E= oo+ 1Wo+ —21‘:;% + EOVf (4.53)
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R
Da die Gesamtmenge des Fluids unvemndert bleibt ( 1dV = 0) ergibt sich
fur die gesamte Energienderung des Fluids durch die Schallwelle:

z 202 :
E = 2105 + gv% dv (4.54)
I {z }

Dichte der Schallenergie

Nun betrachten wir den Fall einer ebenen, in positiverx-Richtung fortschrei-
tenden Welle:

vi=@ 1=fIx i) (4.55)

Der Strich steht hier f er die Ableitung nach dem Argument in Klammern.
Euler-Gleichung 1-dim. raumlich integriert:

PL= 0@ 1= oosfAX Gst) (4.56)
Also: - s - 2
0Cs st
) =Rl e
@ Cs

Damit folgt aus (4.54):
Z
E=  ovidV (4.57)
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Kapitel 5

Kompressible Str emungen

Station are Str emungen mit beliebiger Machzahl
) isentrop, d.h. w kann anstelle vonp=benutzt werden
) stationar, d.h. Bernoulli gilt nach wie vor!
V2
Erinnerung: > + w = const: auf einer Stromlinie

Wenn auf der Stromlinie irgendwo v = 0 ist, dann ist dort w = wp und es
gilt:
2
Wp = VE +w (5.1)
) maximale Geschwindigkeit auf einer Stromlinievpmayx = P 2w fer w =0,
d.h. T =0 (Ausstr emen ins Vakuum).

Beispiel: Gro er Kessel

Jetzt berechnen wir die Massenstromdichte v als Funktion der Geschwin-
digkeit v auf einer Stromlinie
div) d

v va/ + (5.2)

Nun muss alsog—v berechnet werden.
Aus der stationaren Eulergleichung ¢ 7 )¥ = w folgt langs einer Strom-
linie:

Fl - rw ) dl = dw (5.3)
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Mit dw = Tds+ % folgt wegens = const: (ds = 0) auf einer Stromlinie:

_ _ dp _ _ _
vdv= dw= — ) av - v ) —=_——= —vVv (5.4

Einsetzen in (5.2) ergibt:

d(v) _ v2
& e (5.5)

) v nimmtfer v<cgmitvzu
v nimmt fer v>cg mit v ab.
) Maximaler Massen uss fur v = c (da abnimmt)!

Unterschall ®berschall
Ma< 1 Ma> 1

Der maximale Flu wird auch durch \ " gekennzeichnet, also
; vV (= c¢) am Maximum

(N.B.: c variiert mit P T1, ist keine Konstante in kompressibler Stemung!)
Diese kritischen Gm® en kennen explizit mit denen bei v = 0 verkn epft
werden, wenn man eine Zustandsgleichung hinzunimmt.

Annahme: ideales Gas, d.h. die Enthalpie schreibt sich als

. L 1
w= +p V = Energie pro Masseneinheit,V = — (5.6)
ideales Gas ., _ f _ f P
5 W—EV mg_l'}+pv— §+1 =
=p
f : Zahl der Freiheitsgrade
Mit f+2 f
= — + = —
f ) 2 ! 1
ist
p c? . .
w = 1 = 1 Enthalpie des idealen Gases (5.7)
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Einsetzen in die vorherigen Beziehungen ergibt:
s

pP— 2
Vmax = 2Wp = Co ] (5.8)

Erinnerung: Der Index \0" entspricht Punkt mit v =0.
In der Praxis: Kleine v, z.B. Eintritt in Str  emungskanal

Aus w + % = wp folgt auch w + g = wp und mit v = ¢ folgt
S

c? [ B 2
it 1) T (-9)
und damit
S
Vmax _ +1
e = . (5.10)

Die Geleichung #ir die Temperatur langs der Stromlinie leitet sich folgen-

derma en ab:
|

v2 (o (R VE 1v2
= + — - = + — = -
Wo=w+ = ) 1 itz ) ©Fsl —gg
— kT ; 2 _ T ;
Und wegenc® = L st %OZ = 1, und damit
|
1 v2
T(v=c)=Tg 1 — A1
(v=c) = To 1 @ (5.11)

Die Dichte langs der Stromlinie ksst sich aus der Adiabatengleichung be-
rechnen:

p Po p KT T
~ = const: = — = = — — = —
0 ) Po 0 ) okTo 0 ) To 0
Und damit:
.
T D 12 70
= 9 T_O = 9 1 1 ? (512)

Damit kann jetzt v als Funktion von v explizit angegeben werden:

[ [
o 1= 1 20 1= 1

\Y \Y; 1
— = — 1 5.13
c o of 1 (5.13)

1
+1

v=vgy 1

- °I<

Probe: Fur V2, = ¢~ werdenT, und v gleich Null.
) Plotvon T, und pv fur Luft ( =1:4)) Vmax = 6=2:44
Maximal fer v = c
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Die Gra ken wurden erzeugt mit Gasdynamik.mws

Praktische Anwendung: Stremung durch eine Duse

Hier setzt man voraus, dass sich der Querschnitt \adiabatish" andert, d.h.

% 1. Damit kennen Aussagendir Stromlinien direkt ebertragen werden.

Annahme: Stremungsparameter konstantelber Querschnitt (Naherung fer

dh
x D

Anwendung der Kontigleichung:
Kontinuit ahdes Massenstromest = F \%

(eigentlich v dF, aber man nimmt Konstanz eber den Querschnitt an)
F

v F
l=const=F; 1 w=Fy 5 v, ) —22=_1

— 514
v k2 ( )
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Wenn der Querschnitt in Stromrichtung abnimmt (Kompressionsdeise), muss
v zunehmen. Da mit v immer abnimmt (siehe oben)

) Einstremen mit Ma< 1) v nimmt zu
Einstremen mit Ma> 1) v nimmt ab (!)

In einer Kompressionsaise ist F am Ausgang minimal, also ist v am
Deisenausgang maximal

) Beim Einstremen mit Ma < 1 wird Ma = 1 erst am Ende der Dese
erreicht (egal, wie hoch der Druck am Eingang ist)!

Denn: Wenn Ma bereits vorher = 1 ware, gabe es @éir den folgenden Bereich
kein Ma, bei dem eine mhere Massenstromdichte erreicht werden énnte.

In einer Duse zur Erzeugung vonUberschall mussan die Kompressions-
strecke eine Expansionsstrecke anschlie en (Laval-bBse).

Rechenanweisunder ein vorgegebenes Pro Ih(x) (in der Regel nicht ana-
lytisch meglich) mit | = const: und F(x) = h ?(x):

Berechne v aus z.B.Ma =1 bei F = minimal und daraus v(x) (nu-
merisch!), daraus wiederum (x), T(x), p(x), alles als Funktionen der Ein-
gangsdaten.

Siehe auchGasdynamik.mws

Bis jetzt wurden stationare Stremungen mit stetigen Anderungen von p,
,... behandelt. Wenn man nun zur Ausbreitung von Stemungen mit gro er
Amplitude, v; \beliebig”, wbergeht, bricht die Linearisierung zusammen.

Was passiert nun?
Linearisierung:
Schallwelle andert das Medium nicht
Gro e Stremung wird auch das Medium vemndern
Wenn hinter der WellenfrontpT_> To, lauft die Welle hinter der Front
schneller) Aufheizen (c T
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Beispiel: Explosion

Frontbreite nur durch freie Weglange der Gasteilchen bestimmt (sonst 0!)

) \Sto welle", Anderung der Parameter (z.B. Dichte) durch die Front
unstetig

Vorkommen: Geschosse, Flugzeug, Explosion

Quelle: DGLR - Ludwig Prandtl Ged achtnis-Vorlesung (03. April 06)

Quelle: DGLR - Ludwig Prandtl Quelle: TUM - Modulvorstellung
Gedeachtnis-Vorlesung (03. April 06) Numerische Simulation (03. April 06)
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Quelle: TUM - Modulvorstellung

Numerische Simulation (03. April 06) Quelle: Weite Schrisse (03. April 06)

Bemerkung: Sto welle lest auch das Paradoxon der \blinden" Ma > 1
Stremung auf) das passiert amUbergang zuMa > 1!

Die thermodynamischen Gm® en andern sich unstetig, aber die erhaltenen
Gre en andern sich stetig, Masse ie t durch Front hindurch (keine \Wand",
Verdichtungssto )

Bilanzgleichungen (Erinnerung an Kapitel 1):
@ -

@t= ~ (%) Massenerhaltung (5.15)

% = f(p+ ¥ ) Impulserhaltung (5.16)

@ %+ V2 !

—at = r ¥ Z* ! (5.17)
Bemerkung: Wie wblich ist das kein geschlossenes System, aber wenn man
eine Zustandsgleichung hinzunimmt (z.B. adiabatisch,dS = 0, dw = @),

dann wird es eins.

Die Bilanzgleichungen kann manneber die Sto front hinweg benutzen:

@@t! 0) Stationare Zustande, Bezugssystem in dem die Sto front ruht,
eindimensional.

Z.B. Kolben, der eine Welle vor sich her deickt:

Y1 = VEront
Y2 = “NKolben  VFront
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(Genauere Behandlung folgt sgter)

Wie behandelt man eine Bilanzgleichung?

z Z I
@ _ @ _ _
at r (v) ) at dv = v (v)dV = v dF
@@t! 0) ¥ ist Flu durch die Fl ache, der erhalten bleibt.
Eindimensional, x-Richtung:

) 5.18)

Aus der Ernergie-Bilanzgleichung eralt man analog:
| |

Vi ' v3 ' vi v3
Wi St WL = V2 St W, ) S W= oW (5.19)

Fur den Impuls ergibt sich:

Z
- Qv) -

) Impuls ist ein Vektor, der durch die Flache hindurch transportiert wird.

|
. _ @
(p+ v AP (Alg: dFy = dV o0)

ik = Pik + Vivg . i-te Komponente des Impulses wird durch Fache in
k-Richtung transportiert.

A voDi dF — (1.0
Hier: x-Richtung, d.h. 0F] (1;0;0)

0 ) 1 0 ll 0 ) 1
pt vy V xVy V xVz p+ vy
Ve ptvZ o vyv, K B0K= B vyw K (520
V ,Vy Vzvy p+ v? 0 V ,Vy

| z }
Impulsstrom (3 Komp.)
der durch x-Flache
hindurch ie t

) 3 Bedingungen, aber in unserer Geometrie ist nur diex-Komponente
relevant

) pL+ 1Vi= o+ ov3 (5.21)

3 Bilanzgleichungen! 3 Beziehungen zwischen 1 und 2
Einsetzen der De nition des (Massen-)Stromes durch die Fiche

j= 1vi= v Vi= =1 V2=j= >
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in die Impulsbilanz ergibt:

:2 2
p1+J_: p2+J_ ) jzzulz
1 2 2 1
Damit j2 > 0 muss also gelten:
p2>piund > 1, oder

po<piund < 1

Unter Berecksichtigung des 2. Haupsatzes$, > S;) ndet man (ohne Be-
weis), dass nurp, > p1 und , > ; auftritt (\Verdichtungssto ")

Einsetzen in die Energiebilanz ergibt:

2% 23
_J% 5 f 1pp pri2,5 o
) w2 owp = =3 ( )
2 23 2, 133 % ¢
1 2+ 1
= 2(pz P1) .
\Hugoniot'sche Adiabate"
Folgerung aus dieser Adiabate:
Sekantensteigung: P2 1 _ P2 P j?
=1 1=, 2 1
Man sieht sofort: Im Punkt 1 ist
@p 2@p 2
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( j2ist negativer als -2P, Sekante ist steiler als die Kurve!)

="
@p
@ ,

Mit 2P %ps folgt 2 <v2 und damit Mag > 1 !!
(Diese Naherung ist gut erfellt)

2
1

)

i 2

1= _

2=V
1

Analog: Ma, < 1, Sto front vermittelt immer_ ®bergang von¥ber- zu Un-
terschall

Normale Adiabate:
p = const: ) p1 = const: ; ) const: = Py
1

unabhangig von der Wahl vonp; und 1.

) 2. P2 T

P1
) Nur eine Kurve, unabhangig vom Anfangszustand, dagegen Hugoniot:
Zweiparametrige Schar, Verlauf der Adiabate hangt vom Anfangspunkt ab.

=

Die Sto adiabate verlauft steiler ~ Die Sto adiabate variiert mit p; und
als die \normale" Adiabate 1, die \normale" Adiabate nicht

Siehe auchstossadiabate.mws

Konkretes Beispiel (wie immer) ideales Gasw = ( pl) = il

_ _ 1 2t
) —1(p2-2 P1= 1) é(pz p1) 5

2 ( +Dp+( Dp
1 ( +Dpr+(  Dp

N
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Temperaturen:

2T2 _ P2 ) T2_p2 ( +)m+( D
LER ] Tr pr ( +)p2+(  Dpm
Geschwindigkeiten:

s
Dierenz vy Vo= 1 == (P2 P2 1)
1

2 21

Grenzfalle:
\schwacher Sto ", p, p1

211 T2,
1 Ty
) Schallwelle, linearisierte, kleine Sérung

1 vi V! 0 (vi! ¢ w! ¢)

\starker Sto", p» p1

+
2, L beschankt (4 fur = §)
1 1 3
T, p2 1
2
R — unbeschmnkt

Bei beliebig starkem Sto kann Dichte nicht eber ;11 erheht werden,
der Rest der Energie geht in Entropie (T).

Abhilfe: Serie von Sw® en \pulse shaping":

Die Kompressionswelle &uft nacht innen, wird re ektiert und dann muss die
Intensitat erheht werden.

Beispiel: Tragheitsfusion (2 Kompression eines Wassersto pellets duch La-
serstrahlung

Schlie lich nochmal zureck zum System Kolben-im-Rohr:
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Es ist
VEront _ Vi 1 Vi 1

Vkolben V2 + VFront V2o vi oviove 103

Kontinuit atsgleichung:

Vo _ 1
V1= V2 ) == —
\%1 2
Fur einen starken Sto ergab sich-2 ! +11
VFront 1 _ +1 ;% i‘
VKolben 1 Tll 2 3

) Die Front | auft vor dem Kolben (Sto erzeuger) her und bewegt sich relatv
von ihm weg (Veront = % VKolben )-



Kapitel 6

Viskose Fluide

6.1 Die Navier-Stokes-Gleichung

Bisher haben wir uns auséihrlich mit idealen Fl eissigkeiten beschftigt. Jetzt
betrachten wir Flussigkeiten mit Energiedissipation (keine Warmeleitung).
Dissipation  innere Reibung (Zahigkeit)

Diese Prozesse bringen die immer mehr oder weniger vorhanue thermo-
dynamische Irreversibilitat der Stremung zum Ausdruck.

Bewegung mher Flessigkeiten) Bewegungsgleichungtfr ideale Fleissigkei-
ten + Zusatzterme zur Beschreibung der Reibungslefte

Die Kontigleichung gilt f er beliebige Flussigkeiten.
(Massenerhaltung ist von viskosen E ekten unbeein usst.)

Die Euler-Gleichung muss gendert werden!

Ideale Formulierung:

@@fvi)= @—@% ik (6.1)
ik . Tensor der Impulsstromdichte

rein reversible Impulsebertragung

mechanische Fortbewegung der verschiedenen édsigkeitsteile
von einem Ort zum anderen + die in der Fleussigkeit wirkenden
Druckkr afte

ik Jideal = P ik * ViV (6.2)

Die Zahigkeit (innere Reibung) der Flussigkeitau ert sich im Auftreten einer
zusatzlichen irreversiblen Impulsebertragung von einem Ort mit gre erer
Geschwindigkeit an einen Ort mit kleinerer Geschwindigket.

89
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Ergo:
Zum idealen Impulsstrom kommt ein zustzliches Glied i?( das den ahen,
irreversiblen Impulstransport in der Flussigkeit angibt:

iinichtideal = P ik + ViVk %= ik + Vi (6.3)
Der Tensor
k= Pik*t i(l)< (6.4)
heit Spannungstensor .
0 zaher Spannungstensor (Reibungstensor)
ik . Gibt den Teil des Impulsstromes an, der_nichtmit dem

unmittelbaren Transport des Impulses gemeinsam mit der
Masse der bewegten Rlssigkeit zusammenlangt.

Wie sieht  aus?

Exakte Herleitung aus dem 1. Moment der Boltzmann-Gleichung! Sto in-
tegral (kompliziert aber machbar)!

Phanomenologisches zur inneren Reibung

Zwischen einer bewegten und ei-
ner ruhenden Platte bildet sich ein
lineares (stationares) Geschwindig-
keitspro | aus.

Sein Gradient bestimmt die zum
Verschieben retige Kraft.

Um die Platte der Flache A mit konstanter Geschwindigkeit v parallel zur
Wand zu verschieben braucht man eine Kraft:

F= A iz (6.5)

: Viskositat (Eigenschaft der Flussigkeit) [ ] = %
A im Zahler ist klar (je gre er, desto mehr Kraft).
¥ im Zahler ist klar (je schneller, desto mehr Kraft).
Schichtdicke im Nenner?
Es handelt sich nicht um Reibung zwischen HRissigkeit und Festlerper -
die an den Wanden angrenzenden Schichten haften an diesen - sondern um
Reibung zwischen den einzelnen Rkissigkeitsschichten: Je kleiner z bei ge-
gebenemv, desto schneller nussen die einzelnen Moleddschichten eiberein-
ander weggleiten.
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Im Spalt zwischen den ebenen Platterandert sich die Stremungsgeschwin-
digkeit v linear mit der Koordinate z. Im allgemeinen Fall ist dieser Zusam-
menhang nicht linear. Dann kann man F -~ nur jeweils auf eine sehr
denne Schichtdz anwenden.

An ihr muss beiderseits die Kraft

dv
F=A & (6.6)

angreifen, wobei auch nochA hinreichend klein sein muss, falls sicr% senk-
recht zu z andert.
Wie reden besser von dewriskosen Schubspannung

dF dv

WA @ (6.7)

Kraft pro Fl ache = Druck.
ist nur Teil einer Komponente des Reibungstensors ﬁ’(.

Eine Stremung, deren Verhalten durch die innere Reibung bestimmt wid,
hei t laminare oder schlichte Stremung (Gegensatz: turbulente Stemung).
Flusse oder Wasser in Leitungen sind i.A. turbulent! Die Blutarkulation ist
laminar.
In laminaren Stremungen gleiten selbst dinne Flessigkeitsschichtenuber-
einander.
Bei turbulenten Stremungen wirbeln sie ineinander.
Ein theoretisches Kriterium ob eine laminare oder turbulerte Stremung vor-
liegt gibt die Reynolds-Zahl (siehe smter).

Reibungskrafte in stromenden Feissigkeiten

Wir betrachten ein Volumenelement dV = dxdydz in einer Flussigkeit, in
der die Stremung in y-Richtung erfolgt und ein Geschwindigkeitsgeélle in
x-Richtung hat.

Auf die linke Stirn ache eines Volumenelements wirkt die Kraft:

@v
dF. = — dydz 6.8
! @Xlinks Y ( )
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Analog ist die Kraft entgegengesetzter Richtung auf die rebte Stirn ache
bestimmt durch das dortige Getlle, das einen anderen Wert haben kann.

[
e B (6.9)

@Xrechts @Xlinks @)%
Taylor-Entwicklung

@v @v
= + = [ = -
dF, = dFo + dF; @%dxdydz @)%d
ist nur dann verschieden von Null, wenn das Geschwindigke#ipro | ge-
kremmt ist (sonst gibt es zwar Drehmomente, aber keine transléorischen
Kr afte).
Wenn sich die Geschwindigkeit nicht in x-Richtung andert, leistet jede Ko-

ordinate ihren Beitrag:

Vv (6.10)

@v @v @v!

dFr = VdV = @ + @—9 + @ dV (611)
.. 68 @8 @
Laplace-Operator: = @x + @y + oE

Die Kraftdichte, d.h. Kraft pro Volumen, f ur die innere Stremung ist vek-
toriell gegeben durch:

fT = v= @v (6.12)

Nach Newton ebertragt die Kraftdichte Beschleunigung auf das Volumen-
element.
In Kombination mit der Euler-Gleichung ergibt sich:

@v,
@t

Navier-Stokes-Gleichung
(fur inkompressible Flessigkeiten)

(v F)v= }r”p+ - ¥ (6.13)

Fur kompressible Frissigkeiten:

1
%} ¥y F)¥= =fp+ - v+ + 3 r(F %) (6.14)
= Scherungskoe zient/Viskosit at, = Kompressionskoe zient der Vis-
kositat und = - heit kinematische Viskosit at.

Anwendung der Navier-Stokes-Gleichung im laminaren Bereich
Stremung zwischen bewegten Platten
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Das System sei auch ix-Richtung unendlich ausgedehnt.
Laminare Stremung: 0 1

v=Bo %
0

%z 0 (Kontinuit atsgleichung mit = const:)
Der au ere Druck sei konstant (Bewegung kommt durch Plattenbewegung)
@p_
ox °

) Navier Stokes

stationar: @v: 0 (v T)v!D vy —@vx =0
@t QX
=0

X-Komponente:

@Vx
0= —/—= Vx = C + C
Randbedingungen:
w(@0)=0 ) =0
Y%
W(h)=ve ) o=

) v (y) = VFP y (unabhangig von !)

y-Komponente:
—=0 ) p = const:

Die Kraft, die benetigt wird, um die Platte mit vp zu bewegen, langt jedoch
von ab!
Berechnung:

@ Vi) = Kraft { @
@{ 7 Volumen = @x
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Ki= Q ikdV = ik dFy \Skalarprodukt mit Tensor"

@x

Wenn das Volumen klein ist, ist const: und man kann das Integral

weglassen.
dK;

F: ik Nk

nk ist Normalenvektor in k-Richtung

dK;
) d_F': (Vik + P ik ik)Nk
An der Wand ist v ng =0 (kein Flu in die Wand)
K.
L = p ik + @/ =+ @ nk
dF @x @x
(inkompressibel, d.h. % =0)
In unserem Beispiel:n = (0; 1;0) beix = h
dK; — .
) 9 pi2 g—; + %
# # #
Ky=p F %Vy Term verschwindet
in x-Richtung da vy =0
(davy = v; =0)
(Scherkraft)
Mit vx = vp { folgt
@y Vp
Ky= F —= F —
X @y h

als Gegenkraft zur Scherkraft.
Beix =0ist n=(0;1;0)) Kraftin Richtung der Fl ussigkeit, \Mitrei en"
Generell: Druck senkrecht zur Wand, Schwerkraft parallel zir Wand

Skizzierter Nachweis von 6.14):
Also zureck zu der Frage nach der Gestalt von {:

(6.1): @vi)= @ i

(6.3)2 k = Pik Tt Vivk ﬁ)(

(Details: Greiner, 257 )
Innere Reibung tritt nur f er eine Relativbewegung zwischen verschiedenen
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FEenauf! { = f(fv).

Wir nehmen an, dass die Impulsibertragung durch die Viskositat in @, Vi
linear ist, d.h. die Geschwindigkeitsgradienten sollen réht zu gro sein, son-
dern iﬁ)( =0 fur gleichma ige Rotation des Fluids (v= + ).
Allgemeinste Form eines Tensors 2. Stufe, der diesen Bedinggen genugt:

k= (@Vi+@w g Kk@V)+ k@V (6.15)

Also ergibt sich fer die allgemeinste Form der i-ten Komponente der Bewe-
gungsgleichung @r ein zahes Fluid:

l(@‘/l + Vk@*Vi) = @I? + @k[ (@kVi + @ivk

Euler- Gleichung

S K@U+ @(@v)  (616)

@AV)=Vvi@ + @vi= @ ik = @Jlkp+ vivk 2]
Yi@ +\{i7@k(Vk;+ @vi+ vi@,Vvi = @p+ @ &

=0 Kontigleichung

Meistens kennen , als konstant im ganzen Fluid angesehen werdemh
(6.14), bzw. fur @ vi= 17 ~¥=0"! (6.13.
Der Spannungstensor @r ein inkompressibles Fluid lautet also:

k = Pik* |(@kVi{%‘ @, Vk? (6.17)

Im weiteren werden wir uns ausschlie lich mit inkompressiden viskosen Flui-
den beschaftigen.

Zur Lesung der Navier-Stokes-Gleichung €.13 bedarf es noch der Anga-
be von Randbedingungen. Zwischen der Obemlche von Kerpern und zahen
Fluiden wirken molekulare Anziehungskmfte, die die unmittelbar an der
Flache anliegende Fluidschicht festhalten, d.h.

. _ . . _ . . . oft
YJRand = ManJRand + ¥normal JRand = “anJwand t Vhormal Jwand = YJwand =

Bei idealen Fluiden war nur eine Randbedingung erforderlib, namlich

¥normal = 0.

Navier-Stokes N 2. Ableitung
Euler (v ©)v 1. Ableitung
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Wie sieht im viskosen Fall die Transportgleichung #ir die Wirbeldichte
+=17 «waus?
Vgl. (2.80):

di+=(+ M)v

Bilde die Rotation der Navier-Stokes-Gleichung 6.13) mit

2
(¥ F)v= Fy o
) @ & (v H)=r1 ir*p + - (6.18)
rho
Seinun = const, = const (was eigentlich sowieso der Fall ist). Nun ist:

(v F)=(+ M)y (v M)+

vy=r(F % © © w~v= [ #+

) G+ =(+ F)v+ — + (6.19)

Wenn also+ =0 zur Zeit t = 0 ist, dann bleibt das Fluid wirbelfrei. (Aber:
Denke an das nogliche Einwandern von Wirbeln eber den Rand!)

6.2 Energiedissipation in inkompressiblen visko-
sen Fluiden

Viskositat in Fluiden fehrt zur Dissipation kinetischer (gerichteter) Energie
in Warme. Die kinetische Energieandert sich mit der Zeit gema

ar 1 1
@ —V2 = v.@v NaV|er:Stokes v, Vk@kVi _@ip_,_ _@k Itl)( (6.20)

2
bzw.

!

2 _ = Vi op 0

@ v = T [v S+= AR (6.21)

I {z }
Energiestrom in
idealem Fluid

Wobei I

V2
¥ (v Fv= v r5=

=
<
|
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¥y (v (F w)=0
inkompressibel: = const © v=0

verwendet wurde undv °den Vektor mit den Komponentenv;  darstellt.
Viskositat bewirkt einen Impulsstrom i?(, mit diesem ist insbesondere ein

Energiestrom v; ﬁ verbunden.

Integration von (6.21) uber ein beliebiges Volumen:
" ! #
z | v p z
@ vV Gauss voS+E o v Odr 0@ vidV (6.22)
Der erste Term der rechten Seite gibt dieAnderung der kinetischen Energie
in V infolge des Energiestromes durch die Obemche dieses Volumens an.
Der zweite Term beschreibt die Dissipation der kinetischenEnergie.
Bei Integration eber das gesamte Fluidvolumen verschwindet das Ober-
achenintegral (entweder limy;; jvj = O fur ein unbegrenztes Fluid, oder
j¥irand = 0 fur ein begrenztes Fluid).
Z 1 Z
24\ —
—vidv = =
) @ 3 5
Dies erlaubt die Symmetrie des Tensors i?(. Mit i?( aus (6.17) folgt:
z z

@ Ev20|v: 5 (@, Vi + @ Vvi)2dV (6.23)

2(@, Vi + @ vi)dV

6.3 Laminare Str emungen

Laminare Stremung:
Sie erfordert eine hohe Viskosit, ein di usiver Impulstransport - v ist
dominant.

Die Bewegung des Fluids erfolgt, als wenn Schichten versdanilener Ge-
schwindigkeit aneinander vorbeigleiten virden! keine Turbulenz. I.A. han-
delt es sich hierbei um recht stabile Stomungen, die durch ein Gleichgewicht
von treibender Kraft (&u ere Kraft, Druckgradient) und Reibungskraft cha-
rakterisiert sind.

a) Laminare Spaltstremung

Wir betrachten eine stationare Stremung zwischen ruhenden parallelen Ebe-
nen mit dem Abstand h, welche durch einen Druckgradienten inx-Richtung
verursacht wird.
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V= Vx(Y)&

Stationare Navier-Stokes-Gleichung:
1
@vx=-@p @p=0= @p (6.24)

vy 6 f (x) laut Voraussetzung, aber auch@p = 0.
) Das Gleichgewicht kann nur er#llt sein, wenn beide Seiten konstant sind.
dyp = const) p lineare Funktion von Xx.

1
Vy = 2—dxpy2+ ay+ b (6.25)
Die Integrationskonstanten a und b bestimmen sich aus den Randbedingun-

gen:
1
x(y=0)= w(y=h)=0 ) b=0 a= 2—dxph

) we= 5 dayly h) (6.26)

I Parabolisches Geschwindigkeitspro | quer zur Fluidschitit, vx:max bei
— h
y= 3
Die Geschwindigkeit wachst mit zunehmendem Abstand von den Rindern.
Fur die mittlere, wber die Dichte der Fluidschicht gemittelte, Geschwindig-
keit in x-Richtung ergibt sich:
2h
171 ) _ h?
Vx = Eo 5 &Py" yhdy =" 5 thp (6.27)
<0

Die auf die Ebenen wirkende Fachenreibungskraft (Schubspannung, vgl.

(6.7)) ist:

- . h .
%2 @iy = SKP= @y (6.28)

1
dyvy = 2_dxp[y h+y]

b) Die laminare Rohrstremung

Wir betrachten eine stationare Laminarstromung einer homogenen inkom-
pressiblen Fhissigkeit durch ein Rohr vom RadiusR und der Langel zwi-
schen dessen beiden Enden. Es herrscht die Druckdi erenp = p;  po.



6.3. LAMINARE STR OMUNGEN 99

Wie sehen die Druckverteilung, diev-Verteilung und die Stromstarke (das
durch die Querschnitts ache pro Zeiteinheit ie endes Fluidvolumen) aus?

Wir verwenden die Navier-Stokes-Gleichung:

@v _ 1
@t+(v F)v= —-Fp+—- ¥

+ Inkompressibilit at:

<
1]
o

+ Gegebenenfalls Kontigleichung:

@

@t

Fer eine stationare Stremung (%tz 0) liefert die Kontigleichung = const.

Laminarstremung bedeutet, dass kreiszylindrische Flssigkeitsschichten an-
einander vorbeigleiten.) Die Flussigkeit iet wuberall parallel zur Rohrach-

se.

(v)=0

¥= gV
- « =0 liefert dann:
@v
= = 0
@z
D.h. v = v(x;y).
Das Problem ist zylindersymmetrisch, weswegen man Zylind&oordinaten
(r, ', z) verwendet. Axialsymmetrie bedeutet g =0!
Fer eine stationare Stremung, d.h. %‘;’: 0, geht die stationare Navier-Stokes-

Gleichung wegen ¢ )v= &VvZY=0 wber in:
0= rp+ €, Vv (6.29)
@p_ @p @p_ @p
—=—=0 oder —=—=0
) @x @y @r @
Nach Voraussetzung herrscht ein endlicher Druckgradient etlang des Roh-
res.

p=p(2)
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1@ @ 16 @
rer '@ rre? @

Wir bedenken dassv = v(r) (axialsymmetrisch), damit folgt aus (6.29):

1d dv

dp
— = = r— (6.30)
@} | rdr{Z dr )
unabhangig von r  ynabhengig von z
Gleichheit herrscht nur, falls beide Seiten konstant und geich sind:
dp
— = 31
iz C (6.31)
d dv C
— 2= = = .32
ar rdr r (6.32)
In z1 herrscht Druck p;.
=71+l  p2=p1 P
Approximation:
C I—p (6.33)
C als Ma fur das Druckgetlle.
Integration von (6.32) ergibt das Geschwindigkeitspro I:
Z Z
dv C C ,
—_ = P = _ +
d rdr rdr > r Ci
dv_C ,
= + .
rdr > r Cs (6.34)
Nochmalige Integration:
Z A Z
dv = Erdr + &dr (6.35)
2 r
C 2
v = 4—r + CiInr + C, (6.36)
Mit den Integrationskonstanten C; und Co.
Auf der Rohrachse ¢ =0) ist v endlich) C; =0.
An der Rohrwand (r = R)ist v=0) Cp= £R2
Damit ergibt sich fur die Stremungsgeschwindigkeit:
_C o 2 P 2 2
v—4(r R“) 4|(R r<) (6.37)
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Wir erhalten ein parabolisches Geschwindigkeitspro I.
p> = p1 sei der g® ere Druck an den Rohrenden, d der Abstand vom linken
Rohrende. Aus

dp_._ @p

dz [

folgt durch Integration:

P=p- Py (6.38)

Die Stromstarke Q, @{so das in einer Zeiteinheit durch einen Querschnitt des
Rohres (Kreis ache 2 rdr ) stremende Fhissigkeitsvolumen, ist:

z 2 R | R o4
Q= vd= d rv(r)dr %2 pi% (R? r¥rdr = = p (6.39)
0 0 0

Hagen-Poiseuille
Oder Masse, die pro Sekunde durch den Kreisrohrquerschnittie t:
R 4
8l

Hagen-Poisseuille verliert seine @ltigkeit wenn bei gegebenem Rohrdurch-
messer die mittlere Geschwindigkeitv einen kritischen Wert uberschreitet.

Q = p (6.40)

Das Geschwindigkeitspro | ist ein Paraboloid. Auf der Achse herrscht ma-
ximale Geschwindigkeit.

R?p
= 6.41
Vo a1 ( )
Die gemittelte Stremungsgeschwindigkeit ist:
_ Q _ pR?
V= RZ™ gl (6.42)
Die gesamte Druckkraft ist:
F=RZ2p

649

Das ist die Stokessche Reibung in viskosen #ssigkeiten, die inkompressibel
sind. In kompressiblen Gasen eher Newtonsche Reiburigg V2. Im stati-

onaren Fall gilt .
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¢) Laminare Stroemung um Kugeln (Stokes)

Zieht man eine Kugel vom Radiusr mit der Ge-

schwindigkeit v durch eine Flussigkeit, so haf-
ten die unmittelbar benachbarten Flessigkeits-
schichten an der Kugel. (Ein @hnliches Kraftge-

setz nden wir fer die Stokessche Reibung um
eine Kugel.) In einiger Entfernung herrscht die
Stremungsgeschwindigkeit Null.

Diese Entfernung ist von der Gm® enordnung r.
) Geschwindigkeitsgefille: & Y.
Auf der Ober ache (4r 2) der Kugel greift die bremsende Kraft

dv =,
F —A4r 4 vr 6.44
iz (6.44)
an. Man mu also mit einer Kraft von dieser Gr © enordnung ziehen, um die

Geschwindigkeit v zu erreichen.
Explizite Rechnung zum Kugel-Str emungswiderstand

Annahmen: laminare Stremung, Re 1) Reibung dominant
Was bedeutet das &r (v 7)v ?

v M)y V iv - . = )i 2L2 .
) %Ge™ ) Verhaltnis; J(J_V )_VJ Volo _ Volo _
Y fg J V) LoVo

Re

) Re 1 bedeutet auch, dass¥ 7 )v vernachlassigt werden kann (war bei
Hagen-Poiseuille aufgrund der Geometrie Null)

Kugelkoordinaten:

Wahlt man das Koordinatensystem so, dass die Samung aus Richtung der
z-Achse kommt, dann ist das Problem von' unabhangig.
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Zunachst ergibt sich far den Druck:

FC v TR= (Y ps (O T YT (f9) p=0

rro(:)=0 0 wegen
Inkompr.
) p=0
In Kugelkoordinaten:
i_@ rZQp + 1 _@ sin @p i 1 @p =0
r2@r @r r2sin? @ @ Irzsin{zZ @'2}
1 0:da- 21 0

Die Lesung dieser Potential (Laplace) Gleichung in Kugelkoordnaten sind
die Multipole:

XX .
= Cinl + i Ym(t )

p(r; ;"
‘2o m=
Wegen' -Unabhangigkeit ist nur m = 0 zu berucksichtigen und die Kugel-
achenfunktionen Y. (';' ) gehen in Kugelfunktionen P-(cos ) wber (Le-
gendrepolynome), mit

1
Po=1 P;= cos Py= 5(30052 1)
Randbedingung: p verschwinde im Unendlichen) r -Terme messen ver-

schwinden.

A A
p(r; )= const: + TO r—zlcos + (r'1 : const:= pg)

Jetzt betrachten wir die r-Komponente von Navier-Stokes:

1@ ,Q@v 1 @ . @ 2% 2@v Z2cotv _ @p
—— I“— + ——— sin — AL = —

r2@r @r r?sin @ @ r2 r2@ r2 @r
Problem: Es taucht auchv auf! Um dieses zu eliminieren benutzt man die
Kontigleichung:

o 1@, @, . _
- v=0 ) r—z@'gr V) + e @(Sln v)=0
(& =0 wie vorher)
1 1 . @V_ i_@ 2
) rsin ¥ C08 F g SN @ I’Z@I(r vr)

Eingesetzt in die r-Komponente von Navier-Stokes:
1@ ,av . 1 @ . @v 2v;

2 @, , @
) Zar e Trsne "e z2tnelv Ta
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Zusammengefasst:
" #
1 @,, 1 @ . @ _ @p
Z e e Me Ter

Die rechte Seite dieser Gleichung ist nach Potenzen von cosntwickelt (vgl.
oben)
) Ansatz: v.(r; )= R(r) cos

1 1 . A 2A
) r—z[—gg(rzR)cos o —@{(7Rsm2 %]= —r§+ _r31 cos
R—.l 2sin cos
Sin {Z }

2R cos

Mit Ag =0, A, =0 fen > 1 und nach Kerzen von cos erhalt man eine
DGL fur R(r): |

1 @,, - 2Ag
2 @l N R =g
) oo, 4R%_ 2A1 1

r3

Letzteres ist eine gewhnliche DGL 2ter Ordnung, ihre Lesung setzt sich
zusammen aus der bsung der zugebrigen homogenen DGL und einer Par-
tikul arlosung.

Homogene DGL:

R®% ~— =0 ) AnsatzzR(r)= Br +C

Yy B ( 1r ?+4Br ?=0 ) 243 =0
1 = 0 (trivial) 2= 3

Die homogene losung lautet also:
1
R(I’) =B |"_3 + C

Von der inhomogenen DGL ist nur eine Losung gesucht. Darl in beiden
Summanden auf der linken Seite der inhomogenen DGL einen Adsuck mit
?15 ergibt, \r at” man sinnvollerweise:

D D _ 2A;1

1
RMH=DC- ) 25 45=""3

) D= -
Die Partikul arlesung lautet also:

Al
R(r) = _1F
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Damit ergibt sich die gesamte Losung zu:

A1l B
R(r)= ——-+ 5+C
") ror3
A1l B
ve(r; )= ——-+ =+ C cos
) () St

Die v -Komponente erhalt man aus der Inkompressibilitat (F~ v = 0):

1
r sin

1 @ 2 @ H _ . — 1
r_2@|(r Vi) + @(sm v )=0 Ansatz: v = Ry(r)sin

Vi und v eingesetzt ergibt:

1 A, B . )
cos — — —=+2Cr + - cosRosin +sin Rocos )=0
r2 r2 r sin ( 2 2 )
A1l B1
Ro(r)= ——+ —— C
) 2(1) 2 r 2r3
A1l B 1 .
. = 4+ —
) v (r; ) >t o C sin

Die drei freien Konstanten lassen sich aus der Randbedingunbei 1 und 2
Randbedingungen beir = Ry bestimmen.
Furr )1 hat man einen ungeserten Fluss parallel zur z-Achse:

Vi = VpCOS V. = vgsin )

Fer r = Rg (an der Ober ache) gilt:

Vo =V,=0 und v,=vVv =0

Ai1 B A1,

Vr = O RO + R_S’ + VO ) B = —RO VORS
A]_l All Vo A]_l 3
Inv =0 S+ = 2 =0 = =y
2 Rop, 2Ry 2 ° ) Ry 2°
A _ 3 1 .
R1o R B = -wR
) 5VoRo ) 5VoRo

Die vollstandige Losung lautet also:

Vi = vo 1 3Re4+ 1 Ro ™ ocog
= 3Ro 4 1 Ro
V. = Vo 372+t 7 05 1 sin
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Visualisierung mit Stokes.mws

Ohne Rechnung erlalt man daraus fur die Kraft:

(

K=6 R v 2 R ovp vom asymmetrischen Druck
- %0 4 R vo von Schwerkraft

6.4 Kiriterienf wrverschiedene Str emungstypen, Ska-
lierungsgesetze

Welcher Stremungstyp (ideal, laminar, turbulent) gilt unter gegebenen Be-
dingungen (char. Abmessungen, char. Stremungsgeschwindigkeitv, Dichte
, Viskositat )?

Wir betrachten station are Stremungen (Geschwindigkeit fangt nicht von
der Zeit ab). Die Geschwindigkeit kann an den einzelnen Stén verschieden
sein. Das Fhssigkeitsvolumen kann durch ¢ f)v durchaus beschleunigt

werden. Die Beschleunigung steigt, je goer 7« % wird.

2
(v I)v v
l1
Druckkraft:
o P
I
Reibungskratft: v
vZ p v
T E+ E (6.45)

l1, 12, I3 sind dabei die jeweiligen Gradientenskalen.
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Diskussion von (6.45):

a) Reibung zu vernacha&ssigen

— (6.46)

o l<

1
fur 1,' 1y p Ev2

(6.46) beschreibt die ideale Stemung (keine Reibung), aber auch turbulente
Stremung ohne nennenswerte Reibung! Staudruck, dynamischer Auftrieb

b) Tr agheit zu vernachkssigen

v p, Vv
— ="' = 6.47
Lo 12 (6-47)
p' ¥ ) laminare Stremung
c)
PV
I I 13
Ist von geringer praktischer Bedeutung.
Ubergang von a) nach b)
V., p v2
B 6.48
Z 0, n (6.48)
vi g, ply
oder —="' 1 und > 1 (6.49)
1 EP)
Diese beiden Kriterien beherrschen die Hydrodynamik.
2
Die dritte Beziehung, % ' 1, folgt aus der zweiten automatisch.

Ahnlichkeitstheorie:

Ein verkleinertes oder verg®e ertes Modell einer Stremung (z.B. im Wind-
kanal) liefert nur dann ein physikalisch richtiges Bild, wenn die Verhaltnisse
(6.49) den gleichen Wert im Modell haben wie in Wirklichkeit. ! ahnliche
Stremungen

Wenn die geometrischeAhnlichkeit garantiert ist, kann man die I's \k erzen"
(Gradientenskalen verhalten sichahnlich zueinander) und nur die Uberein-
stimmung von

Tregheit _ v v

vl
— =R lds- Zahl = — —— =
eynolds- ~a Viskositat v

(6.50)
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und von p=v? fordern. Das ist die einzige negliche dimensionslose Kombi-
nation der Green = -, vundl.

Im Allgemeinen gilt:

Die Stremung ist laminar fer sehr kleine Werte VI'—E und sonst turbulent.
Dai. A. I3 6 I3 kann man nicht erwarten, dass der Umschlag gerade bei
einer Reynolds-ZahlRe = Mg erfolgt, wobei | die makroskopische Ab-
messung der um- oder durchs®mten Objekte darstellt. Die Abmessungen
der gre ten Turbulenz-Wirbel |3 (vgl. Kapitel 9) sind n amlich kleiner als z.
B. im Fall der Rohrstr emung der Rohrradiusl; = R.

Dementsprechend ndet man den Umschlag bei der Rohrsmung fer YR
10%! Typische Wirbelabmessungen sind3i0 des Rohrradius!

laminar ! turbulent
Stremungswiderstand
v ! v2
Stokes Newton

"Wenn ich in den Himmel kommen sollte,
erho e ich Aufkl arung uber zwei Dinge:
Quantenfeldtheorie und Turbulenz.
Was den ersten Wunsch betri t
bin ich ziemlich zuversichtlich."

Horace Lamb (1932)
\Laminar" und \turbulent" stellen zwei Aggregatzust ande dar. Jeder ist un-
ter verschiedenen Bedingungen stabil.

Der laminare kann \unterk eihit" werden ( Re > Re ), da die Turbulenzent-
stehung eine Art Keimbildung fordert.

Eine Flussigkeit durchstreme ein Rohr laminar mit parallelen Stromlinien.

Irgendwo trete eine kleine Sterung auf, die eine Stromlinie etwas nach oben
verbiegt.
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) Die dareber liegende Stromshre wird verengt) Die Flessigkeit muss
schneller ieen ) Der Druck dort verringert sich (p = const %v 2). In

der unteren Rehre (1) erheht sich der Druck ) Weiteres Ausdehenen und
Verengen der daeber liegenden Stromehre. Dem wirkt die innere Reibung
entgegen, sie versucht, das Geschwindigkeitsgdle abzubauen ( und

\i

T)

[Jnter dem Ein uss der Tr agheit allein, die proportional zu v ? ist, werde

die Sterung sich vergm ern ) Stremung wird instabil ) Turbulenz

Das Verhaltnis von Tr agheit zu Reibung entscheidet die Reynolds-Zahl.

6.5 Grenzschichttheorie, Prandtl

Wir betrachten die Stromlinien einer idealen Flessigkeit um eine Kugel.
Diese weichen symmetrisch zuAquatorebene aus.

An den Polen p und p' be nden sich die Staugebiete ¢ = 0). Am schnellsten
stremt die Flessigkeit am Aquator.

Nach Bernoulli nimmt der statische Druck vom Pol zum Aquator hin ab und
dann genau symmetrisch zum anderen Pol wieder zu. Diese synetrische
Druckverteilung kann keine resultierende Kraft auf die Kugel ausiben.
Eine Kugel bete einer idealen Fhissigkeit keinen Widerstand. Um sie mit
konstanter Geschwindigkeit durch die Ruhende Fussigkeit zu ziehen braucht
man keine Kraft ( = 0)!

Das widerspricht der Erfahrung!

Lesung:

Das Stremungsbild sieht nur am Anfang so symmetrisch aus, nach kurer
Zeit andert die unvermeidliche Reibung in der Grenzschicht um die Ku-
gel das Stemungsbild. ! Wirbel (Totwasser im Lee) ! Die statistischen
Drecke sind nicht mehr symmetrisch, die Wirbel zerreiben sie.

F  cyV2A:::

Grenzschicht:

Es herrscht senkrecht zur Oberache ein Geschwindigkeitsgefle g—‘z’ es ist
umso steiler, je cunner die Schicht, also in Feissigkeiten geringer Viskosiét.
Gro e Raynolds-Zahlen Re entsprechen einer kleinen &higkeit, d.h. quasi
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ideal!
Dies gilt jedoch nicht an / in der N ahe von festen Wanden.

ideal: Vnjwang =0 zah: Vnjwand =0 und  Vgnjwang =0 ‘ (6.51)

Fer gro e Re geht v in einer deinnen Grenzschicht mit gro en g—‘z’ auf Null
zureick.

Die Grenzschicht kann laminar oder turbulent sein.

Wir betrachten nur den laminaren Fall (Prandtl), also einen stetigen Uber-

gang.

g—‘z’ wird durch die Zahigkeit verursacht, die Zahigkeit darf also trotz gro er
Re nicht vernachlassigt werden.
Grenzschicht: %, wichtig, wo %! 0.

Phanomenologie

An jedem durch die Flussigkeit gezogenem Krper hangt eine laminare
Schicht, die Grenzschicht. Das Geschwindigkeitsgefle in ihr vermittelt den
0.g. Ubergang.

Dieses Gedlle ist linear (d,v  z), wenn die Dicke dieser Schicht klein
gegen die Abmessungehdes Kerpers ist. Dann "sieht" die Flussigkeit prak-
tisch nur ein ebenes Wands#ick.

Nochmal

Wir betrachten die Stremung eines idealen Fluids um eine Kugel. Die Stau-
punkte be nden sich an den Polen p und p'. Das Fluid stremt am schnell-
sten am Aquator. Die Stromlinien weichen symmetrisch zur Aquatorebene
aus. Die symmetrische Druckverteilung bedeutet, dass es kee resultieren-
de Kraft gibt. Dies widerspricht der Erfahrung, vgl. auch d'Alembertsches
Paradoxon.

Lesung:

Das Stremungsbild ist in Realitat nicht symmetrisch, die unvermeidliche
Reibung fehrt zur Ausbildung einer viskosen Grenzschicht. Das hat aie
Veranderung der Stemmung (Wirbelablesung) und der Druckverhaltnisse zur
Folge, und damit dann auch eine e ektive Kraft.

Fer groe Re geht die Stremungsgeschwindigkeit in einer dnnen Grenz-
schicht gegen Null.

Bedeutung der laminaren Grenzschicht nach Prandtl (1904):

Die Grenzschicht sei klein gegen die Abmessung des umeinten Kerpers
Rkrummung ! €benes Problem

Da sich zudem die Geschwindigkeit nur in Wandmhe andert, kann sie in

dem an die Randschicht anschlie endem Gebiet als konstant mgenommen

werden.




6.5. GRENZSCHICHTTHEORIE, PRANDTL 111

Als Randschicht bezeichnet man die kleinebergangsschicht &r die endli-
che Geschwindigkeit auf Null.

Unter diesen beiden Annahmen erfolgt die Behandlung der laimaren Grenz-
schicht nach Prandtl (1904).

Wichtiger Hinweis:

Die Naherung Navier-Stokes-Gleichung geheiber in Euler-Gleichung ist fer
gro e Raynold-Zahlen nicht erlaubt.

) Randbedingungen:

Ohne v ist die Bewegungsgleichung von 1. Ordnung und die 2. Rand-
bedingung, %an = 0, die zusammen mit v, = 0 das Flie en des Fluids
an der Kerperober ache beschreibt, ist nicht mehr zukssig. Das Problem
der Lesung der Euler-Gleichung vare danneberbestimmt. Die Nichtbereck-
sichtigung dieser 2. Randbedingungadsst letztendlich die Beschreibung der
Entstehung von Wirbeln nicht zu.

Prandtlsche Grenzschichttheorie #ir inkopressible homogene Fluide
Als Ausgangspunkt nehmen wir die Kontigleichung und die Naver-Stokes-
Gleichung.

@ +f (v)=0 !  v¥=0

(6.13:
(@v+(v rV)= rp+ v

Wir m echten wieder die G® enordnungen der einzelnen Terme absadhtzen.
Mit der Transformation:

t=Tt wv¥=Vv F==F p=V2p
T= 5: typische dynamische Zeitskala
L: Lange, so dasRe= Y 1, typische Ausdehnung des Fluids
V: typische ( mittlere) Geschwindigkeit

erhalt man eine dimensionslose Schreibweise

@v _ . 1
@+(v P = Fp+oo v (6.52)
@v - v ! ¥@v % v oo @ v Vi N

Im Abstand > ist ¥ ' 1, an den Wanden gehtv von 1 bis O.
Da Re 1 ist der Reibungsterm i.A. vernachlassigbar, das gilt aber nicht
am Rand, dort wird ¥ gro !

Wir lassen nun die Sterne weg.
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@~ _ 1
@t+(v F)v= Tp+ oo v (6.53)

Konti-Gleichung:
- yo @Y, @y @y _

V= —— 6.54
@x @y @z (6.54)
Wir betrachten eine 2-dim. Stremung mit v, = 0.
Randbedingungen:
y=0: w=w=Vv,=0 y= : w=1 v;=0 (6.55)
Vx =1 an y= so schnell wie die Stomung
v, verschwindet auf beiden Seitenpberall 0!
(6.53 und (6.54) werden zu einem 2-dimensionalen Problem:
@y @v,, @ _ @p 1 @w, @vx
@ e ey T @R o @y,
@y , @y @ _ @p 1 @v @vy
=7 Vy = =+ = (6.57)
ot ax @y @y Re @R " @y
@y, @y _
6.58
@x @y (6.58)

Nun schatzen wir die Gre enordnung der verschiedenen Terme ab.

In der Schicht wachst vy von 0 bis 1 (maximal), dasselbe gilt &r

@y @ vy @p
@x’ @%' @x

Aus (6.58 folgt @y 1 und vy (vy  @vxdy, fur sehr denne Schicht
steht \="), ergo:
@y @vy
@x @3
In der Schicht fallt v, von 1 auf O:
@ 1 @w 1

@y @y 2
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Einsetzten der 1. Ordnungen in 6.56) liefert:

1
—— 1 oder p—— Dicke der Grenzschicht
Re 2 Re

Bei gro en Reynold-Zahlen ist das Fluid praktisch reibungstei.

(6.48) liefert mit Re %

@ 1

@y Re

Innerhalb der Grenzschicht ist der Druckunterschied also shr gering.

p( )= p(O)+ @p,

Innerhalb der Schicht ist der Druckunterschied p 2 1.
Quer zur Schicht ist der Druck quasi konstant!

113

(6.59)

Einschub

Prandtlsche Grenzschichtgleichung

: @p @p_ dp
Vy o Vy ! Vy @y @x dx
y @, @ @u_ 1dp
@x @y @y dx
@ + @ =0
@x @y
Fur eine Potentialstr emung ausserhalb der Grenzschicht mit U(x) gilt:
vi o ) ldp _ . dv
p+ - = const (Bernoulli) Tk - U&

Wirbelablesung #ir stationare Stromung:
@vx = @Vy =0
In unmittelbarer Umgebung der Wand (y ) gilt:

Vxjwand = Vyjwand =0 @Vx @Vx

Fer das Geschwindigkeitspro | erhalt man so aus 6.56) die Bestimmungs-

gleichung:
@Vx @p

= Re—="= const

@, | B

f (y) f(x)

(6.60)
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Grenzschichtabbsung an einem Zylinder

Vor dem Zylinder herrscht Potentialstremung. An der Zylinderober ache

bildet sich eine Grenzschicht aus. Der Druck nimmt von A nachB auf der

Vorderseite ab und steigt an der Rickseite wieder an. Die Grenzschicht reisst
in C ab und bildet ein sogenanntes Totwassergebiet mit Wirbén, welches
von der Hauptstremung entkoppelt ist. Am Ende desselben werden die Wir-
bel in einer Karmanschen Wirbelstra e mit der Stremung transportiert.

Au esung des d'Alembertschen Paradoxons:

Das Abreissen der Grenzschicht und die Ausbildung der Wirbkstra e f ehren

zu einer Druckasymmetrie von Vorder- und Reckseite, und somit zu einer
e ektiven Druckkratft.

Grenzschichtablbsung

Interessante neue Physik: Grenzschicht kann sich abken und das Eindrin-
gen von Wirbeln uber den Rand ermeglichen.

Wie ist das meglich?

Idealisiertes Modell der Grenzschicht nahe der Wand ¥ ):

Der Tragheitsterm ist unwichtig (jv«~ v= % = Re!) und es gilt
dp _ @y
dx  @y?

(Von idealer Stremung aufgepmgter Druckgradient von Reibung bilanziert)
) Das Vorzeichen vong% bestimmt die Kr ummung des Geschwindigkeitspro-

IS Vy (Y)Jz= const:
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Schematisch:vy mu bei y = zu u werden (alsov, beiy =1zuu)

dp dp
ax <0 ax 0

Aber auch:

dp
- >
dx 0

Wenn 3% gro genug ist, kann nahe der Wand Reckstremung (v, ) einsetzen!
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Erinnerung:

Bei einem umstremten Zylinder (ideal) nimmt p langs des Objektes ab, an-
schliessend wieder zu) Hinter p= pmin ist Gegenstmmung meglich (aber
nicht notwendigerweise)

Naherungsbsung unter Vernachlssigung des Tagheitsterms (gute Nahe-
rung fury ! O, schlechtery ! 1(y! )):

Randbedingung beiy =0 vy =05 v, =0
bei y =1 v, = u (X)
L u L P_ Vg u?, p V3
Bernou|||:7+_:7O ) 7\,5+_\,5=?0 ) u2=1 2p

Zur leichteren Schreibweise werden nun die \" weggelassen.

@Vx _ dp_ o

@ ~ ax
) G = Pyrak ) we B a0 v )
Wy=0) = 0 ) &k)=0

_ _ b — P—0 1,
Ww(y=1) = u="1 2p ) 1 2p=Sp+ cux)

p_— 1
) a(x)=" 1 2p épo

1 P 1
) vx=§p(\/2+ 1 2p §p°y

vy bestimmt man aus der Kontinuit atsgleichung (diese gilt auch in normier-
ten Koordinaten):
V 1
@_O + @VO_ - =0
@xLo @y Lo
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@y _  @y_ 1o 1.20° 14
@y  @x & P 2P Y
1 1 20
) wo= YD P 5t P y? + ca(x)

w(y=0) = 0 ) c(x)=0

1 1 2P
) v = épog,3_|_er |91p2p+p00y2

) Vollstandiges Stemungsmuster
Explizites Beispiel: einfacher Ansatz mit Minimum

p(x) pox
) u = 1 2pox2

2

po = 1 ) Staupunkte bei pl—é 0:7

plot von -0.7 bis 0.7,y = 1
plot von -0.7 bis -0.6! Einstremen
plot von 0.6 bis 0.7! Umkehr

Visualisierung mit Grenzschicht.mws wobei im Zoom die Vektorpfeile zur
besseren Sichtbarkeit skaliert sind.
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) Ablesung im Gebiet mit { > 0 (aber nicht bei 3 =0 1)

Kriterium: g
\Y 1 p_—
— =0 p’="1 2
dy y=o ) 2P p

1 . .
XUmkehr = p—é 0:577 in unserem Zahlenbeispiel

Konsequenz: Separation der idealen Samung vom Gebiet hinter dem Kerper,
diese #ihrt ein Eigenleben (\Totwasser")

) Ausbildung von Wirbeln hinter dem umstr emten Kerper

Beispiel: Karmann'sche Wirbelstrasse

Video: karmann.mpg

Anderes Beispiel: Flu mit Wandstelle

Stremung um einen Zylinder:

Mit Reibung: vy hat einen Umkehrpunkt (Abl esung).

Anschaulich:

Stremung wird im Gebiet g—g < 0 beschleunigt und bremst im Gebietg—)‘z >0
wieder ab. Im symmetrischen Fall gibt es zwei Staupunkte, mi Reibung
wandert der hintere Staupunkt nach vorne und es kommt zur Abbsung.
Druck bilanziert sich nicht mehr ) Au esung des d'Alembert'schen Para-
doxons!



6.5. GRENZSCHICHTTHEORIE, PRANDTL 119

Video: prandtl.mpg

Siehe auch:Turbulence_Scott.mpg: Turbulenz in einem magnetisierten Plas-
ma; gezeigt ist die uktuierende Teilchendichte (Quelle: B. Scott, MPI fur
Plasmaphysik).

Das Totwassergebiet ist i.A. verwirbelt, es gibt aber auch aminares Tot-
wasser.

Bemerkung:
Zur Ablesung ist die turbulente Grenzschicht nicht notwendig (abe sie
begenstigt die turbulente Abl esung).

In laminaren Stremungen kann auch Abbsung vorkommen.

Naives Argument:

Nach dem Satz von Thomson ist die Zirkulation in einem Fhissigkeitselement
erhalten.) Wenn im Unendlichen™ =0, dann gilt dies in station aren
Stremungen #ir die ganze Stromlinie (einmal Potentialstromung, immer Po-
tentialstr emung). Dies beruht aber darauf, dass Rotation um eine Strotinie
herum gebildet wird. Stromlinien auf der Ober ache lassen keine Kurve um
sich herum zu, k®nnen also ein anderes Verhalten zeigen.
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In der idealen Hydrodynamik meglich:

\Tangentiale Unstetigkeits ache": Hier springt v, auf 0! ) Sprung von v

bedeutet Flachenrotation (analog zu Sprung vonB, ) & B = ])
Tangentiale Unstetigkeits achen sind instabil und brechen in Wirbel auf
(Kelvin-Helmholtz-Instabilit at, siehe smter).

Mit Viskosit at:
Es enden beliebig viele Stromlinien auf der Oberache des Korpers) Wir-
bel kennen \einwandern".

Konsequenz der Wirbelbildung:
Turbulente Stremung hat anderev-Abhangigkeit des Stemungswiderstan-
des:
Erinnerung: laminar (Hagen-Poiseuille):Fp v
turbulent: Fp v2!
Hangt von der Form des Kerpers ab:
Kraft K = ¢, VZ2A
A: Stirn ache
cw: \Widerstandsbeiwert", dimensionslose Kennzahl, welchedie
Formabhengjgkeit beschreibt
Konsequenz: Leistung$  Kds Kdv v3!

Beispiel Kfz: 50 PS! 150 km/h, 150 PS! 3150 km/h = 216 km/h
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Beein ussung der Ablesung:

Quelle: Aerodynamik (30. Marz 06)

Vor dem Umschlagspunkt: $ < 0

Nach dem Umschlagspunkt: 2 > 0
Stromlinienform (kleine % im Bereich % > 0)
Absaugen der Grenzschicht (Phantom-Triebwerk)

6.6 Ein einfaches Modell zur Viskosit &t in Gasen

Die Viskositat als Transportkoe zient ist nicht selbstkonsistent im Ra hmen
der Fluidtheorie beschreibbar. Die genaue mikroskopisch®&erechnung er-
folgt durch Auswertung des Boltzmannschen Sto integrals,also der rechten
Seite der Boltzmanngleichung.

Hier betrachten wir eine einfache Abscltzung der Viskositat, genauer des
Scherungskoe zienten der Viskositat , fer verdennte Gase mit

L | d

L: Lineardimension des betrachteten Systems
I: Freie Weglange der Gasmoleklle
d: Molekelldurchmesser

Wir betrachten eine Stremung.
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Es seienn Gasteilchen pro Fluidvolumeneinheit gegeben%n besitzt dann ei-
ne gemittelte thermische Geschwindigkeitu in z-Richtung. %u, die Halfte al-
so, hat eine mittlere Geschwindigkeit in positiver bzw. ne@tiver z-Richtung.
Gasteilchen, die die Ebengy = 0 von unten (oben) passieren, haben im Mit-
tel ihren letzten Sto an y | (y + |) erfahren, sie haben also im Mittel
die makroskopische Schwerpunktgeschwindigkeitx(y 1) (vx(y + I)). Die
Gasteilchen transportieren also einen mittleren Impuls inx-Richtung von
%mn uvk(y 1) pro Zeit und Fluideinheit. Der resultierende Impuls uss pro
Fluideinheit ist somit:

J= gmnuivy )y +

Taylor-Entwicklung:
K Kraft

1 X
_1 2 N= ~*= — =
J 6mnu( @vxl) E Flacheneinheit G
= 1mnuI = 1U|

Dal %ist interessanterweise dichteunabklngig.



Kapitel 7

Hydrodynamische
Instabilit aten

7.1 Die Rayleigh-Taylor- und die Kelvin-Helmholtz-
Instabilit &t

Dynamische Prozesse:
a) Stremungen

b) Wellen

c) Instabilit aten

Instabilit aten:

Ausgangspunkt ist immer ein stationares System, sei es ein hydrostatisches
Vo = 0, oder ein hydrodynamischesvg 6 0 (Str emungen, Wellen).

Die Frage, die sich stellt, lautet:

Ist das betrachtete System stabil, d.h. wird das System in den vorliegenden
Zustand verharren?

Genauer:

Ist das System stabil gegen kleine Strungen, d.h. werden lineare Stemun-
gen gedmpft oder wachsen sie (exponentiell) mit der Zeit?

Ein mechanisches Analogon stellt eine Kugel auf einem Bergzw. in einem
Tal dar.

123
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Wie bei der Beschreibung von Wellenplanomenen gilt es auch hier die Di-
spersionsrelation! (k) aufzustellen.
Bei Stremungen e " bedeutet

I 2 R: rein oszillierende Losung
I ungedampfte stabile Welle
Iml 60: Im!> 0. exponentiell anwachsende Mode
I Instabilit at
Iml< 0: exponentiell geampfte Mode
I Stabilit at

Fer Im! > 0, Re! 6 0 spricht man von einer \ eberstabilen Mode", diese
ist also instabil. Dabei handelt es sich um Oszillatoren, deen Amplitude
mit der Zeit exponentiell anwachst.

Wir fragen nun nach der Stabilitat einer Grenzschicht zwischen zwei Rissig-
keiten, z.B. zwischen zwei unterschiedlichen Luftstomungen in der Amo-
sphare (allgemein: Wasser-Luft).

Methode: Normalmodenanalyse, das ist eine lineare Stabilatsanalyse !
nichtlineare Terme in den als klein angenommenen Sirgre en werden ver-
nachlassigt.

Jede beliebige periodische Semung, die durch linearisierte Gleichungen
beschrieben wird, Bsst sich als Superposition ihrer Fourier-Komponenten
( ®F )y darstellen. ! Gestorte Gre en werden als monochromatische
Moden angesetzt (siehe IV Wellen).
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Wir betrachten nun folgendes System:

Die Fluide stremen mit der konstanten Geschwindigkeitu bzw u® in posi-
tiver x-Richtung. Wir nehmen an, dass die Fluide inkompressibel sid. Die
Kon guration erf wllt damit die die station are (@ = 0) Kontinuit ats- und
Euler-Gleichung (o F)¥o= T2 7  (+4g).

Die Frage ist nun, ob die Auslenkungen der Grenzschichj 1(x;t)j aus dem
stationaren Ausgangszustand o(x) = 0 mit der Zeit anwachsen, gedampft
werden oder oszillieren.

F Mm=F =0
Helrpholtz Fow = vg) -0
Formulierung mit Hilfe des Geschwindigkeitspotentials:

= ux+ 1 (7.1)
O = u%+ 9 (7.2)

Vertikale Geschwindigkeit eines FEesv,1 = d; 1

@1 _ @1+ @1

@ = et @ (79
Linearisierung
@_(1) = @4. lﬂ@ (7.4)

@z (@) @x

Die konvektiven Terme bei Wellen werden nicht betrachtet, da die Wellen
in ruhendem Fluid betrachtet wurden.
Fourier-Komponenten-Ansatz fer Stergre en:

AN

1= e Morikx ebene Ober achenwelle (vgl. @.48)) (7.5)

Analog geht man fur 1, ¢ (in Abh angigkeit von x und t) vor.
1, J mussen der Laplace-Gleichung gergen (Inkompressibilitat).

ITAT 125



126 KAPITEL 7. HYDRODYNAMISCHE INSTABILIT  ATEN

! 1 f(2) i 12
z-Abhangigkeit

Bestimmungsgleichung #r f (z), f 4z):

ot kf =0 vgl. (4.10
dZZ - g . .
Und damit:
. = /\e it +ikx +kz (76)
0 = NG it +ikx kz (7.7)

Das Vorzeichen inkz ist so, dass die Stemung im jeweiligen Fluid mit
zunehmendem Abstand von der Grenzschicht abklingt.

Zur Erinnerung: f  €“+ e 2, vgl. Diskussion der Schwerewellenefr tiefes
Wasser.

Die Wellenlange sei hinreichend klein gegedber der vertikalen Ausdehnung
der Fluide.

(7.5-(7.7) in (7.3) und (7.4) ergibt:

k" ek
k/\Oe kz

i( !+ ku)” (7.8)
i( !+ kuy” (7.9)

Das sind zwei Gleichungen, die die unbekannten Amplituden” “°und "
miteinander verbinden. Wir benetigen nun eine 3. Gleichung.
Randbedingung aus Bernoulli #ir nichtstation are Stromung:

@ 1 _ > -
@t+ > (F) “+p+ gz = F(t) vgl. (3.3
Der Druck sei wber der Grenz ache stetig. Mit dem Ubergang
4
! + F(t)dt

ist das Geschwindigkeitspotential bis auf eine Zeitfunktbn bestimmt.
Randbedingung ( 1 = 0 wegen Inkompressibilitat):

@ 1, ., pir

— + —(F + = =

ot >(M) "+ 91 - p

=0 @ T 924 (710)
@t 2 ! '

zZ= 1
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Linearisiert: 0
2 _ @ 1 ~ @ _ O@ 1
=o2u—21 =2u=1
' ! @x ' N @x
Somit erhalten wir:
@1, @ : 0.
+ ~_ — + = -0 = —
0 ot u @x g1 L P1)z=0 P1ilz=0
@9 @9
=0 @it axt 9t (7.12)
z=

Bzw. mit den Steransatzen (7.5)-(7.7):
ofi( ! +ku)"e?+g)= Bi( ! +ku) e+ g (7.12)

Das ist also die 3. Bestimmungsgleichungefr ; "“%und "
(7.8) und (7.9) in (7.12:

oli( !+ ku)i( ! + ku)+ gk)

OC i( ! +ku%i( ! +kud+ gk=0 (7.13)

) Dispersionsrelation! (k) fer Stremungen der Grenzschicht zwischen zwei
Fluiden:

a) Seiu = u%=0:

13 ol 2+ ogk 912 Sgk=0 (7.14)
I S 0
oder E = % z+ § (7.15)
Sei § o (z.B. Luft auf Wasser):
o= P gk (7.16)

Das ist die Dispersionsrelation #r eine Schwerewelle in der Tiefwassemhe-
rung (vgl. (4.13).

I 2 R rein oszillierende Mode

Im! =0 keine Dampfung / keine Instabilit at

b) Sei wiederu = u®=0.

Nun aber 8 > o, d.h. ein schwereres Fluid ruht auf einem leichten. Wie
auch intuitiv einleuchtend ist, ist eine solche Kon gurati on instabil; das
schwerere Fluid hat die Tendenz unter das leichtere zu sinke
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Mathematischer Ausdruck dieser Instabilitat des hydrostatischen Gleichge-
wichtes:
Die Wurzel in (7.15 wird imaginar far §> o, die positive imaginare Wur-
zel beschreibt die instabile Mode mit der Anwachsrate:

S

k q
g 0|m 0

jm! j=
J J o+ O

oo

(7.17)

Rayleigh-Taylor-Instabilit at

Die negative Wurzel beschreibt die gedmpfte Mode, das ist hier nicht von
Interesse.

c)us0, u’so0
> 0 Rayleigh-Taylor stabil
Lese (/.13 in quadratische Gleichung in! auf:

Oy 10 0 224+ 0p2,®@
(2 g KUY oKW, 0 og, oKUT* oKUT 5 (74
ot o ot o ot o
Mit der L esung:
| oku + 8|(U0
! o+ 0
U
ku+ Okuo 2 0 k2u2 + 9k2y@
t oku* oku 0 Og T ot (7.19)
ot 0 ot 0 ot 0
Bzw.:
' ou+ uo go 8 og(u u9? (7.20)
K ot § k o+ 8 (o+ 0)?
(out ) o+ u® o
Cov 97 (ov g7 (07 97
1 S(u u%?
(o+ 8)2(2 o ouu’ o gu* o ou¥)= 0( Z(+ 8)(2))—
Dispersionsrelation (7.20) beschreibt Instabilit at fer
g
06U w?> 2§ B (7.21)
Kelvin (1871) - Helmholtz (1868) - Instabilit at
Mit der Anwachsrate:
s
. . go 3 0 9(u u9?
Im! j= kim = 7.22
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Es ist Re! 6 0. Jede instabile Mode ist einewberstabile Mode! Anregung
von Wellen mit exponentiell anwachsender Amplitude.
Beispiel: Wind blast eber ein Gewasser! sich aufsteilende Wellen

Fur g! Oist (7.2 immer erfullt ! intergalaktische Jets

1
(u u9?

Instabilit atsbedingung k>

Fur kleine Relativgeschwindigkeiten sind Stemungen mit kleiner Wellenlange
instabil, aber sto  (vgl. Modi kation bei Ber ecksichtigung der Ober-
achenspannung).

Berecksichtigung der Ober achenspannung

Was ist Ober achenspannung?
Flessiger Aggregatszustand ist gekennzeichnet durch kurzieghweitige Wech-
selwirkung (Van-der-Waals-Krafte zwischen Molelelen)

Effektives Potential zwischen Molek elen :

1 Absto end fur kleiner ) Mi-
nimalabstand 6 0

2 Verschwindet far r | 1)
frei beweglich auf gro en Ska-
len

Im Innern: Alle Molek ele haben rachste Nachbarn, Kmfte heben sich auf.
Ober ache: Nachste Nachbarn nur zur Feissigkeit hin!  Kraftwirkung

Beschreibung im Flissigkeitsbild:
Gekremmte Ober ache zwischen 1 und 2

Gerade # minimale Flache, jede
Kremmung vergre ert die Ober ache
Bei Verschiebung (Ausdehnung) von 1 in Richtung 2 mu Arbeit geleistet
werden.
Bei Verschiebung um s ist

Z Z
Kraft = (p2  p1)dF Arbeit = (p2 pdF s = Woprek
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Beitrag der Ober achenspannung:Anderung der Ober ache

Eindimensional: Lokale Naherung durch Schmiegekreis

Ober ache Lange des Kreisbogen&d

W operfl: = ZF ( : Ober achenspann%ng)
= (R+ s)d Rd)= sd
z s z s
= ERd = dFﬁ
Z

) gesamte Arbeit: (p2 pi1)dF s+ %dF = W
Im Gleichgewicht ist gerade W = 0:
Z

sdF p> p1+ % 20 fur beliebige s

) Gleichgewichtsbedingung an der Oberache:
1
P2 p1t R =0
) E ekt der Ober achenspannung:
Bei gekrammter Ober ache gibt es einen Druckunterschied
1

pL>pz da pr=p2+ R
Feur R!1 : Drucke gleich, Ober acheandert sich nicht
Fur R! 0: Sehr gro er Druck p; notwendig, um Ober ache auszudehnen
) Aufblasen eines Luftballons geht am Anfang am schwersten!

Beispiel Gleichgewicht zwischen zwei Luftballons:
Stabiler Zustand ist nicht R; = R, sondern ein Radius minimal, der andere

maximal.

Erweiterung auf zweidimensionale Fache: \Hauptachsen"-Kremmung
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Zureick zum Eindimensionalen:
Fur gilt

|~
e

Die Ober achenspannung hat die Tendenz die Grenz ache zu minimieren,
sie unterdreckt kleinste Wellenlangen.
In der Randbedingung fur den Druck (7.11) gilt nun:

@ 1+ U@ 1+ 9 1)jz=0=( Pr+ @F 1)js=0

= pliz=o = (@ I+ U@ 2+ g 1)iz=o (7.23)
Bzw. mit den Steransatzen (7.5)-(7.7), (7.8) und (7.9):

oli( !+ ku)i( ! + ku)+ gk)

= 3 i( ! +ku%i( ! +kuy+ gk) k3 (7.24)
Au esen in quadratische Gleichung in! :

oku + gku® . ok?u? + Jk2u®

122
ot § ot §
0 k3
0 0 -
k =0 7.25
e (7.25)
Mit der L esung:
I ou+ JuO
E_ ot 8
S 0 0 2
90 o6, K ogu u) (7.26)
K ot ¢ ot o (o+ 0)2
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Die Ober achenspannung modiziert das Stabilit atsverhalten, es hilft
nicht mehr, k beliebig gro zu machen.
Instabilit at fur:

S
. + 9
ju ujs 250 g(o 9+ k (7.27)
00
Es ist eine endliche Relativgeschwindigkeit notwendig.
0 81
> k
ju uy> —89+ — (7.28)
oK 0

Rayleigh-Taylor:
u=u=0, J> o gerugt nicht.
Instabilit atsbedingung:

[¢] 0 0 2

Es existiert eine kritische Wellenlange, kleinste Wellenangen werden unter-
dreckt.

7.2 Die Gravitations-Instabilit at

Ein Fluid im stabilen Gleichgewicht unter dem Ein uss von Selbstgravitati-
on kann instabil sein.
Linearisierte Euler- und Konti-Gleichung (v = 0):

@1+ [ o+ of =0 (729)
@w= & — (7.30)
0
pL=c 1
Poisson-Gleichung:
1= 4 G 1 (7.31)
Jeans (1961): o und ¢s (! isotherm) sind konstant.
r~ (7.30):
@’~ Y1 7:229 —@ = = Cg—l 17:231 Cg—l 4G 1 (732)
0 0 0

Mit 1 =7%!K* ) folgt:

2= c2(k? KZ (7.33)
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mit der kritischen Wellenl ange:

4G
2 _ 0
ks = 2 (7.34)
k<kc! Im!'> 0! |Instabilit at
Soweit, so sclen, aber:
o und cs konstant bedeutet fur das Gleichgewicht:
f’“po=r(%§ 02= of o ! o = const
=0
Die Poisson-Gleichung im Gleichgewicht lautet aber (=4 G ¢
I o=0!
) Die Analyse ist far eine endliche Massendichte nicht gltig!
I "Jeans-Swindle"
Betrachte eine 1-dim. selbstgravitierende Schicht im Gleibgewicht.
o(2) o(z)  cs= const
@po = @ o = 0@ o (7.35)
1 4G
0 Cs
Die Lesung ist:
0= o(0)cosh 2 % = L)1 !?) (7.37)
kT > z
i = | = —_
mit H 2Gm o) und ! =tanh H

. kT . .
sowie ¢ = ~— im isothermen Fall

Nun betrachte die marginale Mode! = 0, also Im! > 0 Instabil und kq,
die Wellenzahl der marginalen Mode.
Divergenz der Euler-Gleichung (7.32) mit ! =0:

4G o
cs

0= 2—1 4G ;=(d K3) + (7.38)
0

mit

o lw

Nun ist

d, = dd)t =d (@ !?
@a 1322 21 !3?ad

o
N N
|
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!
2! 2 2

2 42
) HT 1!2'+1!2(1!2)2

mit = kpmH

Legendreartige Gleichung mit der Losung:

1+! 2 1!

| 2
)=AL 7— ( D+A2 T4+ (+1)
bleibt endlich fur ! =1 ! =1
2= 1 _26m o0
mo HZ2 kT

Instabilit at fer kK <k, = %kc;Jeans fur homogene Dichte (0).

ATEN

(7.39)

(7.40)

(7.41)



Kapitel 8

Die Rayleight-Benard-
Konvektion

Unter Konvektion versteht man eine durch einen Temperaturgadienten ver-
ursachte Fluidbewegung. Der Warmetransport wird mit einem Massentrans-
port assoziiert.

Wir betrachten ein Fluid mit externer W armezufuhr Q.

Ist der Temperaturgradient hinreichend klein jFFTj < f i, SO wird die
Warme durch Warmeleitung im Fluid transportiert ( &hnlich wie im Festkerper).
Ist jFTj > ¢, SO setzt die konvektive Bewegung von Fluidelementen ein,
die die Warme transportieren.

I Uberkritisches Phanomen / Instabilit at

Zur Beschreibung der Benard-Konvektion:

a) Au nden eines station aren Zustandes / Anfangskon guration, gekenn-
zeichnet durch Warmeleitung

b) Linearmodenanalyse einer Sérung dieses Zustandes

Ma gebliche Bilanzgleichungen:

@+r (v) =0 (8.1)
(@v+(v F)v) = Fp+t g+ v (8.2)
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Sowie die Bilanz der inneren Energiedichte unter Besicksichtigung der Warme-
leitung:

@+~ 7 ) © (KFT)+ pr v=0 (8.3)

K : Warmeleitfahigkeit

Verzicht auf Herleitung der Warmeleitung, die als hoheres Moment bei Her-
leitung der Bilanzgleichungen aus der statistischen Besdakibung (Vertei-
lungsfunktion, Boltzmann-Gleichung und Momentenbildung), in (8.3) auf-
tritt.

(! Kreuzer: Non-Equilibrium Thermodynamics)

Wir nehmen an, das Fluid sei \annahernd inkompressibel", d.h. eigentlich
ist das Fluid inkompressibel - v = 0), aber man erlaubt, dass die Dich-
te sich lokal mit ansteigender Temperatur vermindert. Dieser E ekt f ehrt
genau zur Konvektionsbewegung, zum Aufsteigen armerer, leichterer Flui-
delemente (s. sater).

Zunachst nehmen wir aber an:

~ v=0
Im inkompressiblen Fall gilt zudem die thermodynamische Beiehung:
d = cdT G = spezi sche Warme
Damit geht (8.3) wber in:
@T+vrT= T (8.4)

= < thermometrische Leitfahigkeit unter der Annahme
konstanter Warmeleitfahigkeit

Statisches Gleichgewicht:ivg =0
Randbedingungen:Tp(0) = Ta, To(d) = Ty
Stationare Loesung von @.4):

To(z) =Ty 2z = - (8.5)
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Die thermische Ausdehnung des Fluids ist linear anzunehmen
(T)y= a1 (T Ta) (8.6)

. Expansionskoe zient, i.A. 1
Also (8.5) in (8.6):

o) = a(l+ z) 0(0) = a (8.7)
Statische, stationare Lesung von @.2):

d
Es ist experimentell bekannt, dass eine solcheésung, 8.5), (8.7). und (8.8),

nur fer relativ kleine Temperaturgradienten stabil ist. Der kri tische Para-
meter ist dabei (Ma f ur den Temperaturgradienten).

Po(2)=Pa G alzt 2 ?) 88)

Exkurs

Dieses statiorare System wird beschrieben durch §.5), (8.7) und (8.8).

To(z) = Ta z
o2 = a0+ z)
Po2) = Pa O+ 5 2 )

Ist es Rayleigh-Taylor-instabil?
Wir betrachten Stremung um z° In einer Umgebung um z° gilt:

o(z%+ )> o(z° )

Stabilit atsanalyse wie in Kapitel 6 mit den Sergreen 7, , , 1, die als
Fourier-Moden anzusetzen sind.

g-l) eikx it kz @ 1= @ 1
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Wie in (7.8) und (7.9) erhalten wir:

K"t e Kz

i kgt (@)
10

k N ekZ

(ke ()
1o

Die 3. Bestimmungsgleichung erlalt man aus Bernoulli + der Stetigkeit des
Druckes:

1 1
* @++§(r )P+ g = @ +§(r )2+ 91 (©)
z= 1 Z= 1
1 1 auch Randbedingungan z=0

Linearisierung, d.h. Kleinheitsparameter werden nur bis air linearen Ord-
nung berecksichtigt

0o~ a(l + (Z )) = O(Z) |E{Z_}

Kleinheitsparameter

1 1 homogenes Medium: 0
und dann noch mit den Stergre en multipliziert.

= ot 1  of 1=0

Gleichung (c) linearisiert:

@71 *91)izz0= o@ 1 *+91)izz0 (d)
Fourier-Ansatze: *; e "
of " e rgh= of 1" &%+ g)
Mit (a) und (b) folgt:
A

kz — ; N kz _—
e =1 — e’ =
k

N+

ol 2+ gk) = of %+ gk
) 1=0

Lineare Stabilitatsanalyse

Boussinesg-Approximation:

In einem \annahernd inkompressiblen" Fluid, d.h. = const raumlich und
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zeitlich, ist 1 =0 ( o = g4) in allen Gleichungen, au er im Gravitations-

term der Bewegungsgleichung. In der Tat ist die thermische Epansion (vgl.

(8.6)) in den meisten Fluiden sehr klein, aber im gravitativen Term felhrt

dieser E ekt genau zum Einsatz der Konvektion (Auftriebskr aft).

Streng mathematisch ist diese Vorgehensweise fragwdig, da keine strenge
Einhaltung der Abschatzung nach Gre enordnungen besteht, aber sie ist
erfolgreich, d.h. Experiment wird hinreichend gut beschrieben.

Also in Konti- ( 8.1), Bewegungs- 8.2) und W armetransportgleichung (8.4):

T=To+ T1

= |{ZC} + 1(T1) d.h. mit ( 86) a ali

Dichtesterung entsteht nur durch Sterung in thermischer Expansion.
Y= Ap+ W

Da 1 nur im gravitativen Term ber eicksichtigt werden soll, ergeben sich die
linearisierten Gleichungen zu:

1 @ o+ 1)= 1 [(o+ 1)(¥+ v1)]
! r =0 (89)
$2 (0t D@+ )+ (ot WO (Yo + W)

= F(po+p)+( o+ )8+ ( ¥+ 1) (8.10)

Hier gabe es ohnehin keinen anderen;-Term.

0@vi= rpr+ 19+ v

[ @w= P T+ W = — (8.11)
a

Q

Hier ist wiederrum o= 3.
%4 @Tl + i To = chi T1
bzw. mit (8.5 (To=Ta 2):

@1 vz = Tg (8.12)
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Zweifache Anwendung der Rotation auf 8.11) (erste eliminiert Abh angigkeit
von p;, zweite fehrt zur 2. Ableitung von T; wie in (8.12) ergibt f ur die z-
Komponente:

@ v, = g (@T1+ @T)+ vy (8.13)
FF owm= P2y far 7 =0
mit = = kinematische Viskositat

a
r (iy=rT. ¢ r (FTy g=7rTr g o (FT)+(gr)rTe (FT 7)Y
(8.12 und (8.13) sind lineare Di erentialgleichungen fur T; und vi, (@T:1
hebt sich raus).

) Eine beliebige Sbrung ist als Superposition von Fourier-Komponenten
darstellbar (Normal-Moden):

Viy W(Z)e!t +ikxX+ikyy (814)
T, = (z)e” +ikyxx+ikyy (8.15)

periodischex,y-Abhangigkeit

Mit den Ansatzen (8.14) und (8.15 folgt:
¥z W @ kK (8.16)
13
§13 (@2 k2 K)w= g(KZ+ kD) + (2 K2 k2)wB.17)

(Kein algebraisches Gleichungssystemeir Steramplituden ! gewshnliche
DGLs fur w, )

Der Stabilit atsebergang liegt bei! =0 (! > 0: Instabilitat, ! < 0: Stabi-
lit at).

Einschub

Man kann allgemein zeigen, dassefr Gleichgewichtssysteme 8.16), (8.17):
I 2 R.

(8.17) (d2 k% 1):

L (d2 K?)(d2 k2 !yw= gk?@d? k%2 1) + (d2 K»Xd? k2 !)w

2
816 9K

L(d2 K%)(d2 k2 1) w+ (d2 KH)2(d2 K2 )w

@ 1@ Kk @k bwe K @
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Mit den Hilfsfunktionen G(z) = (d? k®)wund F(z)=(d2 k?* 54)G(2)
wird (a) zu:

gk 2

|z}

Z Z Z
F (bdz F d’F = F d,F jd;Fj%dz (c)
Schicht

(&2 k* 1)F(2)=

w(z) (b

RF d?F ergibt sich aus dem 1. Term der linken Seite von (b).
F d,F ! 0,denn 8.17) mit F ergibt F(z) = 92 und die Randbedingun-
gen lauten (0) R (dy=0.
Rechte Seite von F (b)dz:
Z 4 | 4 |
WF dz= w(d? k* —)Gdz= G (& k®* —)wdz

R
Letzteres durch zweifache partielle Integration von G d2wdz. Mit der De-
nition von G ergibt sich:

Z Z | Z
wF dz = G Gdz — G wdz
Z | Z
= GGdz — w(d? k?»wdz
Z [ Z
= G Gdz+ — [jd,wj? + k?jwj?]dz (d)

(Letzteres wieder durch partielle Iﬂtegration.)

Somit ergibt sich insgesamt #ir (b)F dz:
Schicht

z z
|
dz(jd,Fj? + (k*+ 1)jFj?) = dz(jGj? + —(jd,wj* + k*jwj?) (e)

Der Imaginiarteil von (e) ist:

Z
Im!  dz(jFj?+ —(jd,wj% + k%jwj?) =0 (f)
| {z }
positiv de nit

Setze! =0 und eliminiere

8.1p8.17 (ki k)Pw= gk *w (8.18)
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Bzw. mit der normierten Wellenlange Ry, = kyyd und der normierten z-
Richtung z = % (d: Schichtdicke):

(2 K K)°w= RaR°w (8.19)

Mit der Rayleigh-Zabhl:

4
Ra= -3¢

(Erinnerung:  misst den Temperaturgradienten.)

(8.19) ist eine Di erentialgleichung 6. Ordnung, zu ihrer L esung sind somit
6 Randbedingungen vonmten (Details: Chandrasekhar, Hydrodynamic and
Hydromagnetic Stability, Oxford University Press, 1961).

Die Temperatur am oberen / unteren Rand sei konstant und das HRuid
verbleibe in der Schicht zwischenz =0 und z = d.

OF g <p@pgeo e

ist in der Tat RRf R ur w illz 0) ﬁlzlz (d) }

! s:8:16 w=

(dg K2 k§)w(0):
(dg k2 k§)w(d)=o

Die Lesung ist hier besonders einfach.

Fur freie Ober ache qilt:

Viskose Schubspannungen (%, vgl. (6.17)) verschwinden, an der Ober ache
wird keine Arbeit verrichtet.

(Fur feste Ober ache / Rand ist viy = vy =0, I % =0! % =0)
Vergleiche Kapitel 5.

9= (@i + @vi,)=0= O, = (@vy+ @v1y)

Viz = 0 auf den Ober achenz=0und z=d
(Fourier: ky.yw(0) = Ky,yw(d) = 0).

! @viz = Qv =0 ! @vix = @V1y = 0jz=0.d

@r V1 = @@le + @@Vly + @Vlz = @Vlz =0 bei z= O,d 2RB

Das ist freilich nicht sehr realistisch (zwei freie Ober achen), fuhrt aber auf
die einfache losung des Eigenwertproblems:

w(z) = sin(n ) n=1;2,3::: (8.20)

Leosung 8.20 in (8.19:
Die Rayleigh-Zahl kann nur die Eigenwerte

_ (n2 2 4 RZ)S

Ra Rz

(8.21)
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annehmen, d.h.
!
B (n2+ k2)3 gd 4

Ra w2

Ra=

ist niedrigster Eigenwert.
Minimalisierung nach R? liefert kritische Rayleigh-Zahl

27
R = 7 4 657
an kritischer Wellenzahl: 5
kgrit = >
Ra ( FT)

Fer kleine R4 sind die Eigenwerte nicht fer reelle K erfellbar !  keine Insta-
bilit at.

Ra <R ¢: System ndet station are Lesung @8.5), (8.7), (8.9).

Wird R, erheht (durch Erh ehung der Warmezufuhr), so wird beiR¢ zunachst
die Fourier-Komponente mit R instabil, bei weiterer Erhehung von R4
wird ein ganzer Bereich der Wellenzahlen instabil (vollsandige Losung von

(8.16), (8.17)).

Kritische Rayleigh-Zahlen fer
eine feste und eine freie Obemche: 1100
zwei feste Ober achen: 1700

! Randstabilisierung
Wir haben also nicht die Dispersionsrelation explizit aufgestellt, sondern

"nur" eine marginale lineare Stabilit atsanalyse durchgedihrt.
Eine vollstandige Lesung ( 6 0) von (8.16) und (8.17) ist meglich und fehrt
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ebenso aufl > 0O far Ry > R ¢ (zuvor war nur durch Zusatzinformation klar,
dass derUbergang von! =0 (marginale Mode) zu ! > 0O far R > R ¢ und
nicht fer R < R ¢ statt ndet).

Konvektionszellen sind ihrerseits stabil, d.h. die Seramplituden wachsen
nur in einem kurzen linearen Stadium (im Sinne der Sérungsrechnung) ex-
ponentiell an.

Muster der Konvektionszellen
w(z) ist bekannt als:

w(z) = vgsin(nz)

Doch was ist mit vy, vy?

Seiv, = w(z) cos(3-x).

Das einfachste Konvektionsmuster zeigt Rollen parallel zweiner, sagen wir
der y-Achse, in Abhangigkeit nur von der x-Achse.

vy =0 ~ ¥=0
Z
2 L .2
! Vg = d,w(z) cos(fx)dx = 2—dzw sm(fx)
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Turbulenz

Die lineare Stremung von Fluiden ist die Ausnahme, i. A. ist die Dynamik
von Fluiden turbulent.

Z.B. Jet-Stremung in der oberen Troposplare, Wasserstomungen unterhalb
der Ozeanoberache, Golf-Strom, Fluss- / Kanalstromungen, Kummulus-
Wolken.

Hauptcharakteristik turbulenter Str emungen:

-Irregularit at: Es ist keine streng deterministische Beschreibung mglich,
sondern nur eine statistische Beschreibung von Turbulenzg. smter).
-Stark uktuierende Vortizit at / Wirbelst arke

-Gro e ReynoldszahlenRe = Y-

-Dissipation durch kleinskalige viskose Scherspannungen ﬁ in (6.17) und
(6.22). Die benetigte Energiequelle &ir Turbulenz sind oftmals Scherstromun-
genvi(rj).

-Turbulenz entsteht aus laminarer Stremung durch Instabilit aten fer hohe
Reynoldszahlen.

Wir betrachten zwei unterschiedliche Fragestellungen:
1) Bei welchemRe wird eine Stremung instabil?

2) Wie kann man den vollentwickelten turbulenten Zustand sinnvoll cha-
rakterisieren?

Mathematisch exakt sieht das folgenderma en aus:

Navier-Stokes linearisieren!  Sterungsansatz! ! (k) ! Stabilit atskriteri-
um

Achtung: Das ist eine lineare Theorie, sie liefert keine Ausage bzgl. Frage 2
Ausgangspunkt Navier-Stokes-Gleichung &r Wirbel

145
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Es ist:
+ =1 v Wirbelstarke
- %}(v ~)v+ }r"p v =0
1_5 _
(v )V = Er ve v (W)
_ r lrv2=0 h [
) - (v F)v = - (v +)= (* )y (v )+
= (" ~ ~ = F +
N [_(r{z_v; ~ (F W) f !
=0 da kompressibel
r = ;o = ~(F + L
) f N [ ! [_(rz_g +
=0 (Rotationsfeld)
1
%t (+ v+ (v )+ + =0
1
) %'t+(v F)yd = (¢ v+ +
d+ L N
E = ( i )’V+ !

( =0 ) Helmholtz'sche Wirbelgleichung)

Nebenbemerkung: Nach wie vor entstehereir + = 0 keine Wirbel (aber man
denke an das Einwandern...)

Jetzt betrachten wir eine vereinfachte Geometrie, ebene @m) Stremung,
z.B.

@
V; = 0 @Z: 0
Yo = Vo(Y)&
Fuer diese Stemung gilt:
o 0 1 0 1
i j ok 0 0
L= v= @x @y @E% 0 QZ%Og
Vy Wy V. @ o !
X Yy z @X @y - Z

) Man hat nur die Gleichung fur ! , zu betrachten:

@,

@t (v m),= I,
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(in der z-Komponente ist (+ F)v=0, da v, =0)

Sterungsansatz inv (in x-y-Ebene):

¥ = M+ v = Vo(y)s + vi(X;y)

dv,
) by = d—; + 1y
Linearisieren von (v )! ;:
— dVO @ @ @ dVo
| — )= —— — —— | - =
(Vos +v1) T (12 dy) Vo@x+ le@x+ Viy @y ‘% &
1. Ordnung:
1 2
) Vo% vly?j—;lzo (vo hangt nur von y ab)
@!12 + @!lz d2V0 _ I
- -1z

) et ex Wy

Wie bereits bekannt lassen sich inkompressible zweidimeimale Wirbelfel-

der bequem mit einer Stromfunktion darstellen:
Vix = @ Viy = @
T @y Y @x
~ ~ @y Ow
 v=0 und ™ wm=!.,,=—" =
) 1 1z @X @y 1
@ @ , @idv _
= 1

) @t 1 VO@X 1 @(—dyz
Jetzt folgt Fouriertransformation in x und t (Problem hangt explizit von y

ab!)
1= /\(y) ei(kX It)

‘ACHTUNG: | = Frequenz, ! 1, = Wirbelst arke

|
d2. d2v d2
i i 2 A 0., N _ 2 A
) (II IkVO) ke + d—y2 I+d—y2|k = k< + d—y2 J
R YN VP B AL
O kK dy2 dy2  ~ k dy? dy?

Orr-Sommerfeld-Gleichung
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Lineare gewohnliche DGL 4. Ordnung in % I 4 Randbedingungen

An den Randern: vix =0, viy =0

) Die Lesung gibt Auskunft eber die Stabilitat von Stremungspro len
Vo(y). Jedoch ist die Lesung der Orr-Gleichung selbst éir einfache Geome-
trien nicht analytisch m eglich.

Transzendente Funktionen! numerische losung! = ! (k) (komplex)

Bemerkung:

Instabilit atskriterien sind zwar notwendig, aber nicht hinreichend. Es wer-
den auch stabile Stemungen mit Re > 5300 realisiert, die aber jederzeit
\umschlagen" kennen.

Analogie:
Phaserubergang und \Unterk eihlen”

Ubergang zur Turbulenz:
Fear Re " wird zunachst ein k instabil und es ist nicht klar, wie aus dieser
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sinusformigen Instabilit at eine turbulente Stremung entsteht (die aus vielen
k's besteht). Im weiteren wird das Landau-Modell fir den ®bergang zur
Turbulenz herangezogen.

9.1 Wirbelabl esung hinter einem umstr emten Zy-
linder

Landau-Maodell

Ein Fluid umstr emt einen Zylinder.

Es existiert ein Ubergang von statiomarer laminarer Stremung zu nichtsta-
tionarer und schlie lich turbulenter Str emung. Landaus Modell behandelt
den ®Ubergang Re  Regit, also den Einsatz der Instabilitat, die von la-
minar zu turbulent f ehrt, und den asymptotischen Grenzwert, den die Ge-
schwindigkeitsamplitude annehmen wird. Die St®emung ist nichtstationar,
die Wirbelablesung ist periodisch in der Zeit mit Frequenz u.

Bei sehr gro en Re mberlagern inkoharente turbulente Bewegungen auf sehr
kleinen raumlichen Skalenl p% die ausgedehnten kolrenten Fluidstruk-
turen.

Das Verhalten eines physikalischen Systems in der Umgebungines Uber-
gangs, wie hier von laminar zu turbulent, lasst sich mit Hilfe eines Ord-
nungsparameters in Ablangigkeit von einem Kontroll- / kritischen Parame-
ter beschreiben.
Erinnerung an die Benard-Konvektion:
v1: Ordnungsparameter (Einsatz der Konvektionsbewegung)
Ra: kritischer Parameter
Hier:

Re  Rejcrit

_ Re_ Rejeit 9.1
ReéJcrit ®-1)

kritischer Parameter

Er misst den relativen Abstand zum Ubergang von stationarer, laminarer
Stremung zur periodischen Wirbelabbsung.

Ay=0; <0 jAj> . >0 (9.2)
Ordnungsparameter
Ay ist die Amplitude der versalen Oszillation der Geschwindigeitsamplitu-

de.
Bifurkationsdiagramm:
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Beschreibung des Landau-Modells

Man denke sich die (laminare) Stemung, die fir Re < Reji; stabil ist, eber-
lagert durch kleine nichtstationare Abweichungen mehrerer Instabilimtsmo-
den, die durch den Index j durchnummeriert werden.

X
M= AR (9.3)
i
Fur ihre Amplituden A;(t) nehmen wir an, dass siedr eine gegebene Mode
von der Form e it sind, wobei

die komplexen Anwachsraten der Instabilitat sind.
Der Imaginarteil entspricht der Oszillation oberhalb Reji; , der Realteil der
Verstarkung ( | > 0) oder Dampfung ( | < 0).

Re < Rejit Alle Sterungen werden exponentiell gedmpft,
also { < O feralle j

Re = Rejgrit J-r < O fur alle Moden bis auf eine Modek,
die marginal stabil istund | =0

Re > Rejrit jr < 0 fur die Mehrzahl der Moden, aber es

existiert mindestens eine mit | > 0

Wir interessieren uns #ir die dominante Mode mit dem gre ten Wert von
jr, eine diskrete Sprechweise wie in9.3) ist also nicht unbedingt netig, wir
betrachten im Weiteren nur die k-Mode.

Fer Re > Rejgit entwickelt sich Instabilit at zur Wirbelabl osung. Fer ei-
ne kurze Zeit (in der linearen Phase der Instabiliat) wachst die Amplitude
der Geschwindigkeit exponentiell (sobaldRe > Rejg it ). Der Index bei A;
ist immer k.

A(t) = ce ke k! (9.4)
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Die Amplitude muss aber schlie lich einen endlichen Grenzwert annehmen
(das ist bei blo er Linearmodenanalyse ohne Interesse undwaer Reichwei-
te). Diesen wollen wir im Folgenden bestimmen. Zumchst bilden wir die
zeitliche Ableitung des Betragsquadrates der Amplitude.

iAj? (ReA)” +(ImA )’
(e "'cod( it)+ € "'sin’( i)

= 2t

S0P =2 (A7 95)

Dies ist geltig im Rahmen der Stabilit atsbetrachtung.

Wenn A(t) so gro ist, dass nichtlineare Terme in den Bilanzgleichurgen
wichtig werden, kann die rechte Seite von 9.5) als erster Term einer Rei-
henentwicklung von %jAj2 nach Potenzen vonA und A aufgefasst werden.

Wir verlassen nun den Bereich des unmittelbaren®bergangs von laminar
Zu turbulent.

Mit wachsender Amplitude werden weitere Terme der Potenzréhenentwick-
lung bedeutsam.d;jAj? ist eine gerade Funktion injAj?, weswegen nur gerade
Potenzen in der Reihenentwicklung auftauchen.

R
diAj? = JA®  amAj"" (9.6)
m=0
ag = 2 . Wir berucksichtigen den 2. Term mit a; = ( kann negativ,

positiv als auch Null sein, wir wahlen > 0 um die exponentielle Divergenz
von jAj auszugleichen):

diAj? =2 [jA?  jAj* 9.7)
Nichtlineare Gleichung der Riccati-Form
yo= f (x)y>+ g(x)y + h(x)

geht mit

y0

f(x)y

y =
in eine lineare DGL wber:
vy (F%+ fg)y%+ f2hy =0

Hier also:
d?jAj? 2 [djAj2=0
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Mit der L esung:
JAJ? = oy + cpe? k!

Oder:

1 r
= + const: e 2 ! (9.8)

Asymptotisch strebt jAj? gegen den endlichen Grenzwert:

o 2 g
JAJmax - (9-9)
Dieser ist auch direkt als stationrare Amplitude aus (9.7) erhaltlich.

. ist als eine Funktion der Raynoldszahl au assbar. In der Nahe vonRejcrit
kann sie in eine Potenzreihe nachRe Rej it ) entwickelt werden. Nach der
De nition von | ist:

k(Rejerit) = 0 (9.10)
In erster Naherulgg folgtaus Taylor ( = (Rejcrit )*( Re Re€jcrit ) @e Jreje
+::, bzw. = L as(Re Rejgit)d):
k const: (Re Rejit) (9.11)
Und damit mit ( 9.9):
JATmax ! Re  Rejerit (9.12)
Es lasst sich freilich nicht ausschlie en, dass 0 ist. In dem Fall muss

ein negativer Term heherer Ordnung in der Reihenentwicklung #ir %jAj2
berucksichtigt werden (vgl. (9.6)).

jAl® (> 0

Die LesungjAj?,.. der quadratischen Gleichung die statiomr aus (9.7) mit
jAj8-Term folgt, lautet:

o s

j 2.2,

jAjﬁwaX = 5

5 i ' (9.13)

Die fur die Dynamik der Instabilit at charakteristische Zeitkonstante aus
(9.9
JAjdijAj =2 [jA}?

(9.14)

Al _ 1 1
dtjAj |r< Re Rejcrit
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stimmt mit den experimentellen Beobachtungen eiberein, sowohl oberhalb
( x> 0) als auch unterhalb der Instabilitatsschwelle { gedampfte Mode).
Die Zeitkonstante divergiert fur:

Re! Rejcrit

Experimentelle Analyse zeigt, dass die Proportionaliatskonstante in (9.14)
gleich 5% jst (d: Durchmesser des Hindernisses).

9.2 Die vollst andig entwickelte Turbulenz

Einige qualitative Aussagen

Bei hohenRe ist die turbulente Stremung durch starke unregelna ige (eort-
liche wie zeitliche) Geschwindigkeit®nderungen gekennzeichnet. Die wahre
Fluidgeschwindigkeit lasst sich in der Reynolds-Dekomposition darstellen
als:

v= v+ (9.15)

v zeitlich gemittelte Geschwindigkeit
v Geschwindigkeitsschwankungen

Mit wachsender Re treten zuerst Turbulenzelemente (TE) mit gro en Ab-
messunger L (L: charakteristische Ausdehnung der Stomung) auf. Diese
TE haben die gre ten Geschwindigkeitsamplituden:

Vi v

v: Anderung der mittleren Geschwindigkeit auf der Langenskalal
Frequenz der Geschwindigkeitsschwankungen:

v
I

Kleinere TE mit h eheren Frequenzen und kleineren Amplituden lassen sich

als Detailstrukturen ansehen, die den gro en TEwberlagert sind. Uber klei-

ne raumliche Skalen | werden die Geschwindigkeitsschwankungen durch
kleinen TE mit v© v aber v0 v bestimmt.

Wir betrachten nun den ®bergang von globalenRe fer die Stremung im
Ganzen zuRe der TE mit der Skala und v°:

Re = — (9.16)

Fer groe TE, Re 1, ist die Viskositat und damit die Energiedissipation
unbedeutend.
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Andererseits sind diese gro en TE mit gro en Re instabil und zerfallen in
immer kleinere TE, bis die Viskositat bedeutsam wird bei o mit Re ; 1.
Auf dieser Skala, durch die TE mit o, welche #r die globale Stremung ei-
gentlich unbedeutend sind, ndet die turbulente Energiedissipation statt.
Also:

Energie, die von au en permanent zugeadihrt wird, wird quasi dissipationsfrei
von groen zu kleinen TE, I I > ¢, transportiert um schlie lich durch
die kleinsten TE auf ¢ dissipiert zu werden.

Nun schatzen wir die pro Zeit- und Masseneinheit dissipierte Energg, die ja
zunachst in den gro en TE auf | getragen wird / enthalten ist, aus typischen
Green ( ,v,|) ab.

J m?
U g™ &

) (9.17)

(v°
I

I Selbs®hnlichkeit: Unterschiede entstehen nur durch langen- und Ge-

schwindigkeits/Zeitskalen.

Eine turbulente Stremung ist eine Stemung mit turbulenter Viskosit at.

kgm? m?2
[1=[-1= 25 =
g s
) turb vl (9.18)
Es ist also:
wb  Re 1 (9.19)
Und damit aus (9.17) und (9.18):
2
v
b (9.20)

In dem Bereichl L, dem Energie- oder Quellenbereich, ist der wesentliche
Teil der kinetischen Energie deponiert.

Der Bereich o bildet den Dissipationsbereich.
Wir betrachten nun den Bereich ¢ L, den sogenannten Inertialbe-
reich.
Aus (9.17) und Dimensionsanalyse &ir , und folgt:
v ()3 (9.21)

Gesetz von Kolmogoro und Oburlow
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Die Geschwindigkeit@nderung der turbulenten Bewegung auf der Strecke

(und nicht wie in (9.17) auf der Streckel) ist direkt proportional der Ge-

schwindigkeit der turbulenten Bewegung/TE der Abmessung (die Ande-
rung von Vv auf -Skala ist vernachkssigbar).

Das Gesetz von Kolmogoro lasst sich auch spektral alsE (k) mit der Wel-

lenzahl der Geschwindigkeitsschwankungk % darstellen, wobei E (k)dk
die kinetische Energiedichte pro Masseneinheit der Rissigkeit in einer Ge-
schwindigkeitsschwankung mitdk um k ist.

3
EI= 5

Wenn man E (k) aus und k bis zur Dissipationslange bildet, so erfalt man
fur den Inertialbereich, innerhalb dessen von gre eren zu kleineren Wirbeln
transportiert wird:

E(k) 5k 3 (9.22)
2

! E (k)dk
k

~
wIn| WIN

Typisches Spektrum #ir vollentwickelte, homogene, isotrope Turbulenz nach
Kolmogoro (die Str emungseigenschaften sind auf den Skaldn L in allen
Richtungen gleich):

Gemessenes Spektrum der turbulenten Fluktuationen in eineStremung. Es
sind Quellgebiet, Inertialgebiet mit -5/3 Abfall und Dissip ationsgebiet klar
zu unterscheiden.
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Schlie lich wollen wir noch die Frage nach der mumlichen Skala ¢ (sie heit
auch innere Turbulenzskala im Gegensatz zuau eren |) der Energiedissipa-
tion beantworten.
Zusammenhang zwischen der lokaleiRe und der globalenRe:

1

4
\Y : 3 3 o \Y
Re L %2 °ow Re - (9.23)

w[H
Wl

da Re, 1 folgt: o (9.24)

9.3 Geschwindigkeitskorrelationen

Die statistische Turbulenzbeschreibung

Eine turbulente Stremung ist eine irregulre Stremung mit inkoharenten
Bewegungen der FE.

Eine deterministische Beschreibung der nichtlinearen Dyamik ist nicht m eglich
I statistische Theorie der mittleren physikalischen Parameer der Turbu-
lenz.

Anders gesagt:
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Das zeitliche Anwachsen instabiler Stsmungsmoden éhrt zu einer nicht-
linearen Entwicklung zum stochastischen Geschwindigkegfeld und somit
zum Verlust der lokalen Vorhersagbarkeit.

Stochastische Beschreibung (Aufteilen der Geschwindigh®:

v= v+ A0 (9.25)

¥. mittlere Geschwindigkeit
»° Fluktuation der Geschwindigkeit um « (turbulenter Anteil)

toy -~

¥ = vdt mit @v=0 (9.26)

1
—T
to TT
ist die stationare mittlere Stremung (Mittelung soll unabhangig vontg sein,
die Zeitabhangigkeit wurde rausintegriert).
Die Mittelung eber den uktuierenden Geschwindigkeitsanteil verschwirdet
de nitionsgema :

toz TT
(v wdt=0 (9.27)

— 1
‘VOZ = —
¥y ov T
to TT
Mithin ist die einfache Mittelung f eir Aussagenelber uktuierende Geschwin-
digkeit nicht hilfreich.

) Beschreibung vony? uber hohere Momente! @
Allgemeinste Form von v®: Tensor (dyadisches Produkt)

0
040 Oy0 00
Z1  VyVy Wy Vy o Vg
vovg  vovp  vOv?
0 VRVE vivp  vv?

\Reynold'scher Spannungstensor"”, analog zum Impuls u im laminaren Fall:

@ %
—(v) =
at"
Erinnerung:
ideal: k = P ikt ViV
mit Viskosit at: ik = Pik + ViVk ik (zaher Spannungstensor)
jetzt: k= Pk + Vivk ik + VA

I.A. dominant: viOGkU J  iJimturbulenten Fall (Re 1)
Turbulenz fehrt zu Kr aften auf benachbarte Fkissigkeitselemente.
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Bemerkung:

Auch Nebendiagonalen besetzt: Schub- und Scherégfte!

Uber diese Kmfte \versorgt" ein Wirbel die Nachbargebiete mit Impuls und
Energie.

Der Spannungstensor ist i.A. sehr schwer zu berechnen!
Heuristischer Ansatz: Prandtl'sche Mischungsange

¥ v mitLange | \

R

) |istaus Experiment zu bestimmen, sie entspricht einer Korréationslange,
Lange, welche Turbulenzelemente quer zur Hauptsesmung zureicklegen, be-
vor sie wieder zerfallen.

) Geschwindigkeitskorrelationen, d.h. der Zusammenhang zischen den Ge-
schwindigkeiten an zwei n?he beieinander liegenden Ortenealdl Stromung.
Gleichung (9.21), v ( )3, gibt qualitativ eine solche Korrelation an.

Einschub : Korrelationsfunktionen

Charakterisierung der Abhangigkeit zweier Signalef (x), g(x)
De nitionen:

1 B
Mittelwert: f = - f (x)dx

0
X0=2

Streuungsquadrat: ( £)2=(f f)2
Kovarianz: co\(f;g)=(f f)(g 0

Das mu noch normiert werden:
co(f;g) _ i

Korrelation: cor(f;g) = - 9

1 r 1 Zahl, die die Abhangigkeit mit (Korrelationskoe zient)
Aber: Wenn die Signale identisch aber verschoben sind, wirdas inr nicht
ausgedeickt.
Verallgemeinerung:r als Funktion der Verschiebung:

XpE2
L f (x9g(x® x)dx°

Xo
X0=2

Korrelationsfunktion:  cor(x) = f g
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Mi t Korrelation zwischen verschiedenen Orten.
Dies kann auch #r eine Funktion angewendet werden:

X

2
< f (x9f (x° x)dx®

=
Autokorrelation: Xo
( )2

Beispiel: korrelationsfunktion.mws

B sin(x x_f)

f = Amp_f x xf)

sin(x x_Q)

= Ampfg ————
g p-19 X x9

identisches Signal

Amp_f = Ampg=1 xf =xg=0
) cor(f;g)=r=1

Amp_f =5

) Kovarianz andert sich (mal 5)
Korrelationskoe zient bleibt gleich

(r=1)

159
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Ampf = 1

) perfekte Antikorrelation

) weniger Uberlapp

Korrelation kleiner, aber Korrelati-

onsfunktion hat Maximum bei x = 4

) Verschiebung um 4 Einheiten re-
produziert das Signal!

Autokorrelation

Nun wollen wir qualitativer den prinzipiellen Zusammenhang zwischen Ge-
schwindigkeits uktuationen und makroskopischer dissipaiver Dynamik be-
trachten.

Bilde Korrelationstensor:

W t) MW x+ £ t) = R(x %) (9.28)
Korrelationstensor

2 Allgemeine Form der Charakterisierung von Turbulenz

Er ist 6 0 innerhalb der Korrelationsl ange r.

Au erhalb von  r ist der Mittelwert des Produktes zweier stochastisch un-
abhangiger Gre en gleich dem Produkt ihrer Mittelwerte. ! R =0 au er-
halb von r.

Nebenbemerkung: Dyadisches Produkt

I TensorRj = V,OVJO (neun Komponenten)



9.3. GESCHWINDIGKEITSKORRELATIONEN 161

Die Bestimmung des Korrelationtensors ist dasProblem der Turbulenztheo-
rie. Seine Bedeutung @r die makroskopische Dynamik resultiert aus der
Tatsache, dass sich turbulente Transportkoe zienten, wie turbulente Visko-

sitat und W armeleitung, ausR (und ggf. Tensoren toherer Stufe) bestimmen
lassen.

Im Weiteren betrachten wir homogene, isotrope Turbulenz irkompressibler
Fluide, also:
¥v=0

keine Vorzugsrichtung
Im weiteren gilt fer die uktuierende Geschwindigkeit:
~ v=0

Einfachste Aussagen:
Homogene Turbulenz (sieht an jedem Ort gleich aus):

Vi(2)Vj (x+ £) 6 f (%)

Isotrope Turbulenz (sieht in jede Richtung gleich aus):
ViV (x+ 1) 6 f (%)
i j J‘F'] y

Ist nur abhangig vom Betrag von ¥ und nicht von seiner Richtung.
I Korrelationstensor:

Rij (1) = vi(x)vj (x + ¥)

r: Betrag von ¥

Es lasst sich zeigen, dass der KorrelationstensdR;; mit der Dissipation ki-
netischer Energie in &hen Flussigkeiten zusammenkngt, z.B. kann = v3
exakt hergeleitet werden ( Landau/Lifschitz: Hydrodynamik).

Die Fouriertransformierte von R ist direkt mit dem Energiespektrum E (k)
verknelpft.
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Aufgrund der Isotropie ist Rj; symmetrisch.
Allgemeine Form eines symmetrischen Tensors 2. Stufe laute

Rijj (r)y= A(r) ij T B(r)ninj (9.29)

wobei f der Einheitsvektor in Richtung ¥ ist.
Wir betrachten nun die Geschwindigkeit zweier Fluidpunkte im Abstand r.

Ry : Mittelwert des Quadrates Rnn: Mittelwert des Quadrates
der Relativgeschwindigkeit der Geschwindigkeit der
der benachbarten Fluidpunkte Rotationsbewegung der
gegeneinander Fluidpunkte umeinander

Wegen der Wahl des Koordinatensystems¥k 1, folgt aus (9.29):
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Also kann man schreiben:
Rij = Ry(r)ninj + Ran()( 5 ninj) (9.31)

Rii, Rnn: longitudinale und transversale Geschwindigkeitskorrehtionsfunk-
tionen

Rnn ist aus R bestimmbar.

! Ist die longitudinale Korrelationsfunktion bekannt, so ist der Korrelati-
onstensor bestimmt.

In der Tat gilt jedoch f eir homogene isotrope Turbulenz:

R|| = ar2

a: Konstante, die mit der mittleren Energiedissipation p und der kinema-
tischen Viskositat eiber

a= 15

verknelpft ist.
Andererseits gilt (gema der mittleren Energiedissipation in viskosen Flui-
den):

— 1 2
a= 1_5(@jvl)

(v; ist hier wahre Geschwindigkeit.)
I Zusammenhang zwischen Mikro- und Makroskopik

Abschlie end die Spektraldarstellung des Korrelationstensors:
Fourier-Transformation:
Z
_ 1 % £
Isotrope Turbulenz:
Rij ()= Rj( #)

! i (R)= (K= ;K (9.33)

Also ist der spektrale Korrelationstensor reel.
Inverse Fourier-Transformation:
Z

Rj (¥) = i (R)e '®rdr (9.34)

@ Rj entspricht ikj i (Achtung: Summenkonvention!).
Wegeni =0 folgt

kj ij =0 (9.35)
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mit der allgemeinen Form:

i = c(K)K; kj + %D(k) i (9.36)
! c(k)k? = D (k)
kiki
ij (k)= D(k) k—z‘ (9.37)
!

Symmetrie, nur Abhangigkeit vom Betrag von k.
Mit einer neuen skalaren Funktion E (k) erhalt man:

k
j00= S0y k) (9.38)

E (k) hat eine physikalische Bedeutung:
9.28

Rij = vi(xt)vj (% + £1)
1 9,341
2 2

A(:Etung: Summenkonvention!

1 2

E ( xx T yy + zz) fl_k{zﬂlf

spharisch symmetrischer
Integrand

! v2 = %Rii (+=0) i (K)dk

9.38 E (k)

1Z
2 2 Bk ke kg kpdk

E (k)dk (9.39)

E (k) ist also das Energiespektrum der Turbulenz, nun also quantziert eber
die Geschwindigkeitskorrelationen (vgl. ©.21), Kolmogoro Turbulenz).



Kapitel 10

Die Korteweg-de
Vries-Gleichung /
Solitonenl esungen

Di erentialgleichungen, die die Wellenausbreitung bescheiben, sind in der
Regel nichtlinear! (¥ f)¥-Term in der Eulergleichung.

In Kapitel 4 wurden Wellen in der linearen Naherung behandelt, nun wollen
wir nichtlineare lange Ober achen-Schwerewellen in seichtem Wasser be-

trachten.
x-y-Ebene am Grund des Fluids

= const r v=0

zudemsei: © =0

@v+(v Mv= 1 ge (10.1)

(v F)v= v 1 v+ %F’VZ

2
oder @ @ + VE+gz+B =0 bzw.
v2 P
@ + ot gz+ == F(1) (10.2)
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Die Fluidober ache wird durchz = (x;t) parametrisiert.

Ebene Welle: (x;t) 6 f (y)

Wir betrachten lange Wellen, d.h. die Feldgme en variieren schwach in x-
Richtung, insbesondere giltj@ | 1.

Der Druck an der Ober ache ist der Atmospharendruck pa, bzw. unter
Berecksichtigung der Ober achenspannung

Pa @3

(10.2) gilt auch an der Ober ache. Durch mumliche Di erentiation wird F
eliminiert.
@(10.2) an der Ober ache ergibt:

0= & = @( o @—O g@ + —@ (103)
Index o kennzeichnet Ober ache

Randbedingungen an :
@ jz=0=0 @ o=@ +@ @ (vg. 7.3 (10.4)

Fur gegebene Anfangsbedingungen ist das Problem der Fluidel echenbe-
wegung somit vollsendig beschrieben.

Entwicklung von ( x;z;t) in einer Potenzreihe umz ergibt:

*
= Z"Fn(x;t)
n=0
*
=0= fn(n 1)z" %F, + 2"@Fng
n=0
*
= fn(n 1)F,+ @F, 202" 2 (10.5)

n=2
Und aus der Randbedingung am Boden eralt man:

%
@ jz=0 =0= nz" anjz:O = Fi(x;t) (10.6)
n=0

(Anmerkung: 0° ist eigentlich nicht de niert, es existiert nur der Grenzwert
limy +o 0%, diesist fur n 1 gegeben.)

f:::gin (10.5 muss fur jedesn verschwinden.

Mit F1 sind aber alle Funktionen F mit ungeradem Index Null.

6F3 + @F1 0
20Fs+ @Fs = O
etc.

OSUNGEN
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F2n+1 (X; t) =0

Fer jedes n mussen sich dieF,- und F, 2-Terme in (10.5 aufheben. Fer
gerade Terme gilt:

_ 1
F2 = 5 @
1 1
Fq = 1—2@F2— Q@Fo
1. 1
Fo = 30@Fe= 35 2480
etc.

Es schreibt sich also #ir gerade Indizes:

1

Fan = " Gyt

"Fo (20.7)
Mithin ergibt sich f ur gem ass der Potenzreihenentwicklung:

z2 z4
= Fo(xt) S @Fo(xt)+ S @Fo(xt) ::: (10.8)

Somit ist in (10.3):

*
@@0 = @ (1@ @
)4 n 2n n
=@ (Vg 1),@ @Fo
3
o' <2n)!@ (@ 109

Das ist der erste Term in (10.3).
Fer die Randbedingungen an der Oberache @ o, @ o gilt:

@o— ("

. &n 1)@“ Fo (10.10)

2n

» 2n
— n n n n+1
@.=@ (1 1),@ For ('@ Fo (10.41)

s (@D

(10.3 und Randbedingungen (0.4 an der Ober ache geben so ein Glei-
chungssystem #@ir Fo und , welches aber nicht geschlossen gt werden
kann.
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Fer lange Wellen fehrt jede Di erentiation nach x zu einer Gre e, die klei-
ner ist als die nachst niedrigere Ableitung.

) Lesung durch sukzessive Approximation

Also zu RB (10.4 ! mit (10.10 folgt fer n = 1:

@ o @Fo (10.12)

uUnd mit ( 10.1J):
@ @ @ @Fo+ @@ @Fo@ (10.13)
Setzte = &+ und @QFp = V + W mit der konstanten mittleren H ehe

der Fluidober ache & und der mittleren Ausbreitungsgeschwindigkeit der
Ober achenwellenV, sowiej j  &und jWj V.
Damit folgt aus (10.4) mit ( 10.12 und (10.13 in niedrigster Ordnung:

0=@ +V@ + &@VN (10.14)
Entsprechend folgt aus (0.3 in niedrigster Ordnung:

0= @\ZM +V@W + g@ (10.15)
=@ @Fo

vaw! Zaw)’ = se@l@ i+a@ i

1 2
- e+ (g
10

= V@W

(10.14 und (10.15 lassen sich mit dem Ansatz = G(W) wuberfehren in
(" °"ist die Ableitung nach dem Argument):

0 = G%W +(VG'+ §@W (10.16)
0 = @W+(V+g&)@w (10.17)
. . @ - & 0— q E _ . . .
Nichtlineare Lesung #r G- = 9 (wahle G” = g - Go) in niedrigster
Approximation:
= GoW (10.18)

In der nachsten Approximationsstufe mag von diesem einfachen Zusam-
menhang abweichen:

= GoW+ ) mit || Wj (10.19)

OSUNGEN
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) (10.4) und (10.3 bis zu 2. niedrigster Ordnung:

0 = G@W+VG(QW+ @ ) &@V

+2GoW QW + %@w (10.20)
0 = @V gG(@W+ @ )4 Vew
+W@W + —Gg %v aw (10.21)

Eliminieren von @ aus (10.20 und (10.2]) liefert eine Gleichung fer W:

0 = (V+gGo)@W +(V? gld@W +(29Go+ V)W@W

+ g% %vh_eov a@w (10.22)

V ist noch nicht mit den anderen Konstanten verkneipft. Mit
v="ga

(vgl. (4.24): Phasengeschwindigkeit @r linearisierte Wellen in Seichtwasser)
folgt Aus (10.22 (Elimination von ~ QW):

!
@W + SW@W % % T @w =0 (10.23)
Korteweg - de Vries - Gleichung
(10.23 kann durch geeignete Skalierung in der Form
@W+WwW@w + 2@w =0 (10.24)
geschrieben werden, mit
W(x;t) = W( ) =x ut
! @=d @= ud
I gewehnliche, nichtlineare Di erentialgleichung:
WYW u)+ 2w (10.25)
! numerische Losung!

LosungW ( )



170KAPITEL 10. DIE KORTEWEG-DE VRIES-GLEICHUNG / SOLITONENL

Unbeschmnkte periodische Wellenberge. Der Abstand varriiert. Es existie-
ren auch Lesungen mitd!1 , das sind dann solilre Wellen.

Solitare Wellen sind fortschreitende Wellen, bei denen defbergang von
einem konstanten Wert bei 1  zu dem (meglicherweise unendlichen) Wert
bei +1 auf einen kleinen -Bereich beschankt ist ! \wandernde Stufe".
Details: Whitham, Gerald Beresford - Linear and Nonlinear Waves, Wiley
Series, N.Y.

Es existieren solire Wellen, die nach einer Kollision wieder die gleiche Ge-
stalt und Geschwindigkeit wie zuvor aufweisen, die Solitoen (stabile nicht-
lineare Wellenphanomene).

Wesentlich ist dabei der dispersive und nichtlineare E ekt.

Eine Soliton-Lesung zu (0.24 und (10.25:

W(x;t) cosh ?(x ut)

Wir suchen nun eine Solitonbsung, die im Unendlichen verschwindetdr die
KdV-Gleichung in der Form:

@W+ W@Ww + @w =0
Transformation:
=X ut also @=@ @= u@

@W(W u)+ @w =0

OSUNGEN
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Direkte Integration:
@W = uw EW2+ a1
,alsocy =0.

Mit W verschwinden auch die Ableitungen beil
Die Lesung multipliziert mit @W lasst sich integrieren zu:

1 2 _ U2 3
A = = — + =
2(@W) 2W 6W Co Co 0
Lawyz=w? w3
u 3u
Substituiere (nach Multiplikation mit &) W( )= 2():
4 2_ 2
;@)= 34
Separation der Variablen:
ro_ |
pU z d 3u
> = qzi = arccosh —
3u
Also: ! r
cosh p—a = @
5 =
Bzw.: p_ !
W (x;t) = = cosh 2 (x ut)
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Anhang A

Maple-Files

Einige einfache Programme, die in der Vorlesung behandelt®robleme vi-
sualisieren. Vorsicht: Die Programme sind NICHT optimal programmiert,
jeder Verbesserungsvorschlag wird gerne angenommen.

Stremung eber ein Hindernis

Maple- le Froude.mws zur Stremung eber ein Hindernis. Es existieren zwei
unterschiedliche Losungszweige:

Froude-Zahl< 1: Gravitation uberwiegt, Flessigkeit beschleunigt beim&ber-
iessen des Hindernisses;

Froude-Zahl > 1: Tragheit uberwiegt, Flussigkeit verlangsamt beim&ber-
iessen des Hindernisses

Dazu: Animation einiger typischer Lesungen:

Gravitationsbestimmte L esung

Tr agheitssbestimmte losung

Ubergang von einem zum anderen Regime am Maximum des Hindeisses.

Potentialstr emungen

Maple-le Flow Around Circle.mws zur Stremung um einen Kreiszylinder.
Es sind beliebige Werte der Zirkulation meglich; fur < 4v gR liegen die
Staupunkte auf dem Zylinder, far > 4 v oR wandern sie auf die imagimre
Achse.

Maple- le eckstroemung.mws Visualisierung einer Eckstiomung durch kon-
forme Abbildung der reellen Achse auf einen beliebigen Win&lausschnitt.
Durch z wird die positive reelle Achse auf sich selbst abgebildet, i@ ne-
gative reele Achse ergibt sich aus einer Geraden mit Winkel = 180= zur
positiven reellen Achse.
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Maple- le konform.mws zur Visualiserung konformer Abbildungen. Durch

z(u) wird der Kreis mit Radius R in der u-Ebene auf beliebige andere
Konturen abgebildet. Die in der Vorlesung verwendete Abbidung lautet

Zz=1=(u+ ug)+ u+ up

Maple- le Flow Around Any Object.mws zur Stremung um einen Zylinder
beliebigen Querschnitts. Der Querschnitt muss zumchst durch u(z) (Um-
kehrfunktion von z = 1=(u+ ug)+ u+ ug) auf einen Kreis abgebildet werden.

Schwerewellen

Animationen von Schwerewellen durch Verfolgen von Rissigkeitselementen
auf ihren Kreisbahnen an der Ober ache:

wave single.mpgKreisbewegung einiger weniger Elemente. Obwohl die Pha-
se bereits der Wellenbsung entspricht, ist die Wellendynamik noch nicht zu
erkennen.

wave.mpg wie vorher, aber mit gereigend vielen Elementen, um die Wel-
lenbewegung zu erkennen.

wave_long.mpg wie vorher, abereber drei raumliche Perioden dargestellt.

wave_packet.mpg wahrend in den vorherigen Beispiele nur monochromati-
sche Wellen dargestellt wurden, wird hier ein Wellenpaket gzeigt (dreieckige
k-Verteilung um k = 0:5 (d.h. = 10) herum mit k = 0:1). Gemass der
nichtlinearen Dispersionrelation bewegt sich die Einlillende mit einer an-
deren Geschwindigkeit als die einzelnen Tagerwellen; das Maximum wird
zu verschiedenen Zeitpinkten von verschiedenen &gerwellen aufgebaut.

wave_packet linear.mpg Ein Wellenpaket analog zum vorherigen Beispiel,
aber mit linearer Dispersionrelation (also analog Schall-oder elektromagne-
tischen Wellen).

Mit diesen Maple-Programmen wurden die Einzelbilder #ir die Videos er-
zeugt:

wave.mws

wave_packet.mws

Schallausbreitung in bewegten Medien
Animationen zur Ausbreitung von Schallwellen: Ein Punktstrahler sitzt im

Koordinatenursprung und sendet Kugelwellen aus (symboligert durch Wel-
lenfronten, die alle 10 Zeitschritte loslaufen). Das Mediun in dem sich der
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Schall aubreitet bewegt sich relativ dazu mit der MachzahlMa. Dieser Fall
ist aquivalent zu einer Schallquelle, die sich mit MachzahiIMa durch das
ruhende Medium bewegt.

Mach0.0.mpgkeine Bewegung, die Wellenfronten bilden konzentrische Kai-
se.

Mach0.3.mpg Bewegung mit Ma = 0:3 (100 m/s, d.h. ca. 300 km/h, also
Schumi's Ferrari): die Zentren der Kreise sind bereits deulich gegeneinan-
der verschoben. Ein Beobachter, der sich mit dem Medium vonechts nach
links bewegt, registriert zunachst eine lrzere Wellenlange, dann eine énge-
re (Doppler-E ekt).

Mach0.9.mpg Bewegung mit Ma = 0:9 (300 m/s, d.h. ca. 1000 km/h, also
eine Boeing 747 mit voller Geschwindigkeit): die Zentren de Kreise sind
stark gegeneinander verschoben.

Mach1.0.mpg Bewegung mit Ma = 1:0 (330 m/s, d.h. ca. 1200 km/h, also
die Concorde beim Durch brechen der Schallmauer): die Zengén der Krei-
se sind so stark gegeneinander verschoben, dass sich die Walicht mehr
in positive x-Richtung ausbreitet. Alle Wellenfronten addieren sich an cer
Spitze des Objekts in Phase (Wberschallknall™).

Mach1.3.mpg Bewegung mit Ma = 1:3 (430 m/s, d.h. ca. 1500 km/h, ein
Bundeswehr-Jet?): die Kreise ésen sich von der Quelle ab. Es bildet sich ein
Bereich aus, auf den der Schall besclankt ist (Machscher Kegel).

Mach2.0.mpg Bewegung mit Ma = 2.(660 m/s, d.h. ca. 2400 km/h, eine
Rakete?): Der © nungswinkel des Machschen Kegels wird kleiner...

Gasdynamik

Als Gasdynamik bezeichnet man i.A. die Stemumgslehre mit beliebiger
Machzahl, d.h. die Einschmnkung der Inkompressibilitat (die ja v ¢ be-
dingte) wird aufgegeben.

Gasdynamik.mws plottet den Verlauf der thermodynamischen Gressen in
einer Rohrstremung als Funktion der Machzahl. Als Anwendung ist der Ver-
lauf der Geschwindigkeit in einer Laval-Deise gezeigt.

stossadiabate.mwszeigt den Verlauf der \normalen" Adiabate und der Stos-
sadiabate #ir ein ideales Gas. Durch Variation der Ausgangsparameter &nn
man sich davoneberzeugen, dass man zwei adiabatische Verdichtungen im
Unterschallbereich durch eine einzige ersetzen kann; im Hades Stosses ist
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das nicht meglich.
Viskose Str emungen
Animationen zur Visualisierung von viskosen Stemungen:

Stokes.mws Stokes'sches Problem: Die Ums®mung einer Kugel in einer
viskosen Fhissigkeit (d.h. der Tragheitsterm wurde gegen den Reibungsterm
vernachlassigt).

Grenzschicht.mwsPrandtl'sche Grenzschichtabbsung: Grenzschicht einer vis-
kosen St®mung in vereinfachter Geometrie (ebene Abrollung). Die Sau-
punkte be nden sich bei 0.714. Es ndet eine Ablesung der Grenzschicht
im Bereich zunehmenden Drucks statt.

Turbulenz
Animationen zur Visualisierung von turbulenten Stremungen:

prandtl.mpg Umstremung eines Zylinders, die Stromlinien wurden durch
Metallspane in der Stremung sichtbar gemacht. Man erkennt zummchst die
Ablesung zweier Wirbel und dann den Zerfall dieser in eine turblente
Stremung.

karmann.mpg Simulation der Ausbildung einer Karmannschen Wirbelstras
se in einer Stemung mit mittlerer Reynoldszahl.

Turbulence Scott.mpg Turbulenz in einem magnetisierten Plasma; gezeigt
ist die uktuierende Teilchendichte (Quelle: B. Scott, MPI fer Plasmaphy-
sik).

korrelationsfunktion.mws Berechnung der Korrelationsfunktion von zwei Funk-
tionen der Art sin(x)=x. Bei Verschiebung gegeneinander sinkt der Korre-
lationskoe zient; durch Einf ehrung der Korrelationsfunktion kann diesem
Umstand Rechnung getragen werden und man emit wieder 100bericksich-
tigt.

Correlation.ppt Gemessene und gerechnete Korrelationsfunktion in einer
turbulenten Stremung. Die Korrelation fallt mit zunehmender Separation
der beiden Messpositionen ab, was einer endlichen Ausdehng der Wirbel
entspricht.



Anhang B

Thermodynamik

Grundannahme: Systeme sind eindeutig de niert, so dass beiBewegung
im Phasenraum"” (Zustandsanderungen) am Ende des Kreisprozesses wieder
der selbe Punkt erreicht wird.

) totale Di erentiale, Potentiale

Es gibt 3 Energieformen, deren Summe (d.h. die innere EnergiU des Sy-
stems) erhalten ist:

Warme : Q = TdS
Arbeit W = pdVv
chemische Energie : W = ?dN

du=TdS pdV+ ?dN
| {z-}
bei uns Null

Dieses Potential kann beliebig (sinnvoll) umgeformt werde, um einer gege-
benen physikalischen Situation Rechnung zu tragen.
du ist sinnvoll, wenn z.B. dS = 0 (adiabatische Zustandsanderung)

) du= pdv
Wird V konstant gehalten, benutzt man mit Vorteil die Enthalpie
W =U+ pV

)  dW = TdS+ Vdp

D.h. bei adiabatischer Zustand®nderung istdW = V dp
Falls dT = 0 ist es sinnvoller mit der freien EnergieF = U TS zu arbeiten.

) dF=dU TdS SdT= SdT= SdT pdv “J° dF= pdv
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Dareber hinaus gibt es auch die freie Enthalpie (geeignetefr kontrolliertes
Volumen und isotherme Systeme).

= U TS+pVv ) d

SdT + Vdp



Anhang C

Vektoranalysis

C.1 Identit aten
Quelle: NRL Plasma Formulary (24. Marz 06)

Notation: f, g, sind Skalare, A, B sind Vektoren, T ist ein Tensor und
| ist die Einheits-Dyade.

A B C=A BC=BC A=B CA

=CA B=C AB (C.1)
A (B C)=(C B) A=(A C)B (A B)C (C.2)
A (B C)+B (C A)+C (A B)=0 (C.3)

(K B) (C D)=(A C)B D) (A D)B C) (C.4)
(K B) (C D)=(A B D)C (A B C)D (C.5)
F(fg)= r(gf)= frg+ grf (C.6)

F A= A+A f (C.7)
o (fA)=fFr A+7f A (C.8)
F (XK B)Y=BF A AFf B (C.9)
r (A B)= A(F B) B A)
+B F)A (A F)B (C.10)
A (F B)=(FB) A (K F)B (C.11)
F(K B)=A (F B)+B (r A)
+A F)B+(B M)A (C.12)
F2f=fF rf (C.13)
F2A=F(F A) F F KA (C.14)
Forf=0 (C.15)
Fr A=0 (C.16)
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Mit Einheitsvektoren €, &, € kann ein Tensor zweiter Ordnung geschrieben
werden als

X
T=" Tieg (C.17)

i

In kartesischen Koordinaten ist die Divergenz eines Tensar ein Vektor mit
den Komponenten

X
(FT)i= (@f=@) (C.18)
j
Im Allgemeinen gilt:
 (AB)=(F A)B+(A M)B (C.19)
- fT)=r¢ff T+ T (C.20)

0 1

X
Sei+t= %) y & der Radiusvektor mit Betrag r, dann gilt:

A
Fo+=3 (C.21)
F =0 (C.22)
r=+=r (C.23)
Fd=r)= =3 (C.24)
F (=¥ =4 (¥ (C.25)
Fe=| (C.26)

Sei V ein Volumen mit Ober ache S, 1 der Normalenvektor auf V und
dS = ndS. Dann gilt:

Z Z

dvif =  dsf (C.27)
VAl 7

dvir A= dS A (C.28)
zV zs

dvirT = dS T (C.29)
zV 2

dvir A= dS A (C.30)
zV S Z

dv(fr?g grf)= dS(frg off) (C.31)
ZV S

dVv(A ¥ & B B F A)
\Y

Z
= dS (B F A A F B) (C32
S
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Sei S eine o ene Ober ache und C ihr Rand mit Linienelement df;, dann
gilt:
|

Z
ds rf = df (C.33)
z5 G
s r A= dr A (C.34)
z5 C
ds r) A= d A (C.35)
z5 G |
ds (rf rg)= fdg= gd (C.36)
S (] C

C.2 Kugelkoordinaten

Quelle: Mathematik-Online-Lexikon (19. Marz 06)

Der Winkel ' ist nur bis auf ein Vielfaches von 2 bestimmt. Als Stan-

dardbereich wird meist ( ; ] vereinbart.
Es qilt
X=rcos sin; y=rsin'"sin; z =rcos (C.37)
q__ -
r= x2+y2+z2; ' =arctan(y=x); = arccos(z= x2+ y2+ 7?)
Orthonormale Basis:
0 1 0 1 0 |
cos' sin cos' cos sin'
a:%sin'sin X; ezéasin'cos X; ez%-) cos' E
cos sin 0
Vektorfeld:

F(xy;z)= Fxeet Fyg + F,e, 1 F(r)" )= Fea+Fe+Fe



182

ANHANG C. VEKTORANALYSIS

mit
FF=F &, F=F e; F=F ¢
Skalarfeld:
Uxy;z) ! (r:)
Flachenelement ér eine durch
, 0 1
: R sin cos'
, % Rsin sin' X
R cos

parametrisierte Sphare mit Radius R ist

dS= R?sindd'

Damit gilt f ur das Integral einer Funktion f in Kugelkoordinaten:

4 27
fdS =

S 00

Das Volumenelement ist:

f(R; ;' )R%sindd'

dxdydz = r?sin drd d'

Damit gilt f ur das Integral einer Funktion f auf einer KugelK : 0

z 27 R
f =
K 0 0O

Di erentialoperatoren:

Gradient U

Laplace U

Divergenzi F

Rotaton @ F =

(r; ;" r?sin drd d'

@ ﬁ+r}@ S @' e
S007@) oo

+ e @(sin @)
S@0F) L @F
+rsi1n @(sin F )
(@G F) @F )
+rsiln (@F, sin @(rF- ))e

+1(@F ) @F)e

(C.38)

(C.39)

(C.40)

r R

(C.41)

(C.42)

(C.43)

(C.44)

(C.45)
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Laplace eines Vektors

_ 2A, 2 @A 2cot A 2 @A
(A = A 5 @ r2 r2sin @' (C.46)
2 @A A 2cos @A
A = A + — c.47
¢ A) r2 @ r2sin? r2sin? @' ( )
A 2 @A 2cos @A
A) = + - + - C.48
( A) r2 sin? r2sin @' r2sinf @' ( )

Damit gilt bei der Transformation einer skalaren Funktion auf Kugelkoordi-
natenf (x;y;z)! f(r, ;' )furden Gradienten mit gi(r; ;' )= @f (r; ;' ):

1
Ff:gre(+Fge+ ge

rsin
C.3 Zylinderkoordinaten

Quelle: Mathematik-Online-Lexikon (19. Marz 06)

Es gilt:
X= cos; y = sin'; z =z (C.49)

bzw. q
= Xx2+y?2; ' =arctan(y=x); z=z

Orthonormale Basis:
0 1 0 1 0 1
cos' sin' 0
e:%sin'g; e:%) cos' &; QZ%Og
0 1

0
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Vektorfeld und Skalarfeld analog zu Kugelkoordinaten:

Fixy;z) v F(55z)
uixy;z) + (552 )
Das Flachenelement ér einen durch L
! cos'
! %) sin' E
z
z
parametrisierten Mantel S eines Zylinders mit Radius st
dS= d'dz (C.50)
Damit gilt f ur das Integral einer Funktion f in Zylinderkoordinaten:
Z Zpax 2
fds = f(;5z )ddz (C.51)
S Zmn O
Das Volumenelement lautet:
dxdydz = dd'dz (C.52)

Damit gilt f ur das Integral einer Funktion f auf einem ZylinderZ : 0
00 z 2o

z Zo2 Zo
f = f(;5z )dddz (C.53)

Di erentialoperatoren:

Gradientru = @ € + }@ e +Q@ & (C.54)
Laplace U = }@(@)Jf iz@ @ (C.55)
Divergenzi~ F = E@(F )+ }@F- + @F; (C.56)

Rotation I~ F = }@Fz @QF e +(@F @F)e
+Le(F) eF)s (C.57)

Laplace eines Vektors

(A = A %% AZ (C.58)
( A = A + 32% A_2 (C.59)
( K), = A, (C.60)
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Damit gilt bei der Transformation einer skalaren Funktion auf Zylinder-
koordinaten f (x;y;z) ! f(;;z ) fur den Gradienten mit gi(;;z ) =

@ (;5z )

Ff=ge+ lge+ge (C.61)
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